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Rozwiazania zadan 17, 18 i 19.

Niech P = (x,%, z) bedzie punktem na sferze S?(r) réznym od bieguna péinocnego N = (0,0, 7).
Niech P’ = (u,v,—7r) = (u,v) bedzie jego rzutem na plaszczyzne H o réwnaniu z = —r (ktéra
utozsamiamy z R?).

Najpierw chcemy wyrazi¢ wspohrzedne punktu P’ w zaleznosci od wspéhrzedych punktu P. Za-
uwazmy, ze punkt P’ jest punktem przeciecia prostej NP z plaszczyzng H. Prosta NP dana
jest w postaci parametrycznej jako

—
NP: N+a-NP, acR,
—
gdzie NP = (z,y,z — r). Réwnowaznie
NP: (a-z,a-y,r+a-(z—1)), aeR.

Interesuje nas wartosé parametru «, dla ktérej ostatnia wspoétrzedna jest réwna —r, czyli

2r
r—z

o =

Podstawiajac do wzoru na pierwsza i druga wspélrzedna otrzymujemy

2r . 2r
r 1 v=

U= Y.

r—=z r—=z

Odwzorowanie wy jest regularne, bo skladowe sa funkcjami wymiernymi i dla wszystkich
punktéw na sferze poza N mamy r — z # 0.

Analogicznie wyliczamy, ze dla rzutowania g z bieguna poludniowego wspdtrzedne wyrazaja sie

nastepujaco:
2r 2r

.x, .
r+z r+z

ms(P) = (u,v) = ( Y-

Przeksztalcenie odwrotne do 7y, wyliczamy analogicznie. Niech P’ = (u, v, —7), chcemy obliczy¢
wspétrzedne punktu P. Prosta NP’ dana jest w postaci parametrycznej jako

—
NP: N+X-NP', MR,
—
gdzie NP = (u,v,—2r). Réwnowaznie
NP: (A-u,A-v,r=2\-1), AeR.

Interesuje nas warto$¢ parametru A, dla ktérej punkt na prostej lezy na sferze. Takie wartosci
sa dwie, jedna z nich to, oczywiscie, A = 0, co odpowiada punktowi IN. Nas interesuje rézna
od zera warto$¢ A\. Wyliczamy ja, wstawiajac parametryzacje prostej NP’ do réwnania sfery
22 +y? + 22 —r?2 = 0. Mamy
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w2 442



Zatem wspoOlrzedne punktu P to

_ < 472 472 u? + v? — 472 >

u v r
u2 +v2 4+ 472 w2 02+ 4r2 7 w2 02 + 42
To odwzorowanie jest regularne, bo skltadowe sa funkcjami wymiernymi, a mianowniki nie maja
rzeczywistych miejsc zerowych.

Zlozenie mg o 7r;,1 jest okreslone dla wszystkich (u,v) poza poczatkiem uktadu wspéhrzednych i
mamy

v r
W02+ 42w o2 4 A2 uR ot o A2
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A zatem zlozenie mg o 7r;,1 jest inwersja wzgledem okregu o promieniu 27, ktory jest obrazem
réwnika w rzucie my (i mg tez).

1 492 492 u? + v? — 4r?
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