89. Znalezé [X1, X, [X1, X3] oraz [Xo, X3] dla X1 = 0y, Xo =u0, +v0, i X3 = (u? —v?) 0y + 2uv 0.
Inne oznaczenie dla wspéhrzednych krzywoliniowych: u = u!, v = u?. Niech dla i € {1,2} 9; = %.
Symbole Christoffela drugiego rodzaju zdefiniowane sa przez réwnosci: Vy,0; = >, Ffj Ok-
Symbole Christoffela pierwszego rodzaju: I'iji, = Y- I'S; gsk, gdzie gi; = g(0;,05), czyli g = E, g12 = F oraz gao = G.

90. Niech ¢ bedzie polem tensorowym typu (0,2). Niech t;; = ¢(9;,07). Znalezé wspéhrzedne pola tensorowego Vg, t (to
znaczy funkcje (Va,t)(9;,9;)).
91. Niech ¢ bedzie polem tensorowym typu (1,1). Niech ¢(0;) = 3, t19;. Znalesé¢ funkcje tf;k takie, ze (Va,t)(0;) =

92. Koneksja Levi-Civity (dla danego tensora metrycznego g) — czyli jedyna koneksja liniowa bez torsji taka, ze Vg = 0 —
okreslona bedzie na najblizszym wyktadzie przez warunek:

mVXKZ):%{X@OCZ»+J%ﬂXﬂD)—Z@C&YD+gﬂXJ$Z)+gQZX}Y)+g@1YLX”

Korzystajac z powyzszego warunku znalezé symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju dla tej koneksji. Wyrazy
macierzy odwrotnej do macierzy (gij) oznacza sie tradycyjnie przez g*.

Operator ksztaltu S jest polem tensorowym typu (1,1) na powierzchni M, a wigc dla kazdego p € M okreslone jest
odwzorowanie liniowe S, : T,M — T,M. Wyznacznik tego odwzorowania (czyli wyznacznik macierzy tego odwzorowa-
nia w dowolnie wybranej bazie przestrzeni wektorowej T,M) nazywamy krzywizng Gaussa powierzchni M w punkcie p:
k(p) = det Sp.

93. Udowodnié, ze

o — hiy hag — hi2 hoy
g11 g22 — g12 g21 ’
gdzie h;; = h(0;,0;) a g;; jest takie jak poprzednio.

Przy innych oznaczeniach, gdy
g=FEdu®du+ F (du® dv+ dv ® du) + Gdv ® dv,

h=ldu®du+m(du® dv+dv®du)+ndv® dv,

mamy

In—m?

"= EG-F

Wskazéwka: niech A = (a;), aij = hij, B = (bij), bij = S? oraz C = (cij), ¢ij = gij. Korzystajac ze zwiazku
h(X,Y)=g(SX,Y) sprawdzi¢, ze A = BC, a potem skorzysta¢ z twierdzenia o wyznaczniku iloczynu macierzy.
94. (Gaussa theorema egregium) Niech X,Y beda takimi polami, ze X, i Y, sa liniowo niezalezne. Sprawdzi¢, ze

K(p) = 9(EX VY, X) (p)
g(X,X)g(KY)fg(X,Y)g(X,Y) .

Wskazéwka: skorzystaé z réwnania Gaussa.
95. Sprawdzi¢, ze sfera, cylinder obrotowy i pseudosfera sa powierzchniami o stalej krzywiznie Gaussa.
96. Znalez¢ krzywizne Gaussa dla torusa r(u,v) = ((acosu + b) cosv, (acosu + b) sinv, asinu).
97. Krzywizng sredniq powierzchni w punkcie p nazywamy liczbe H), := %tr Sp. Sprawdzié,ze

H_lG—2mF+nE
- 2(EG-F?%)

gdzie E, F,G,l, m,n to wspdlczynniki pierwszej i drugiej formy podstawowej powierzchni.

Wskazowka: skorzystaé znéw ze zwiazku A = BC' — nalezy wyliczy¢ %tr B.

98. Powierzchnia nazywa sie powierzchnig minimalng, jesli krzywizna srednia H jest stale réwna 0.Sprawdzié, ze powierzchnia
. . . . . 3 3
srubowa r(u,v) = (ucosv,usinv,bv) i powierzchnia Ennepera r(u,v) = (u — % + w? v — % + vv,u? — v?) sa

powierzchniami minimalnymi.



