
72. Siatka̧ Czebyszewa nazywamy taka̧ siatkȩ krzywych po lożonych na powierzchni, że przez każdy punkt powierzchni prze-
chodza̧ dwie krzywe siatki, a d lugości przeciwleg lych boków każdego utworzonego przez nie krzywoliniowego czworoboku
sa̧ sobie równe. [ M. Biernacki, Geometria różniczkowa, czȩść druga, PWN Warszawa 1955, str. 33]. Udowodnić, że na
powierzchni regularnej linie parametrów u i v (czyli krzywe v = const i u = const) tworza̧ siatkȩ Czebyszewa wtedy i
tylko wtedy, gdy pierwsza forma podstawowa ma w tych wspó lrzȩdnych u, v postać

E(u) du⊗ du+ F (u, v) (du⊗ dv + dv ⊗ du) +G(v) dv ⊗ dv.

73. Zak ladamy, że dla parametryzacji r : D → M ∩ V linie parametrów u i v tworza̧ siatkȩ Czebyszewa. Na M ∩ V
wprowadzamy nowe wspó lrzȩdne ξ, η w nastȩpuja̧cy sposób. Ustalamy (u0, v0) ∈ D. Punktowi o wspó lrzȩdnych
krzywoliniowych (u, v) przyporza̧dkowujemy ξ := (d lugość krzywej v = v0 od r(u0, v0) do r(u, v0)), η := (d lugość
krzywej u = u0 od r(u0, v0) do r(u0, v)). Widać, że ξ zależy tylko od u, a η zależy tylko od v. Jaka̧ postać ma
pierwsza forma podstawowa we wspó lrzȩdnych ξ, η? Jak można zinterpretować wspó lczynnik F̃? Sprawdzić, że linie
parametru ξ pokrywaja̧ siȩ z liniami parametru u, a linie parametru η pokrywaja̧ siȩ z liniami parametru v, oraz że ξ, η
sa̧ parametrami  lukowymi dla wszystkich linii z powyższych dwóch rodzin (ξ dla linii parametru ξ, η dla linii parametru
η).

74. Pierwsza forma podstawowa pewnej powierzchni we wspó lrzȩdnych u, v dana jest wzorem du⊗ du+ (u2 + a2) dv ⊗ dv.
Obliczyć d lugości boków, cosinusy ka̧tów wewnȩtrznych i pole trójka̧ta krzywoliniowego, ograniczonego przez krzywe
opisane odpowiednio równaniami u = av, u = −av oraz v = 1.

75. Obliczyć pole powierzchni torusa (por. zadanie 23).

76. Obliczyć pole powierzchni sfery o promieniu r.

77. Twierdzenie Pappusa. Niech M bȩdzie powierzchnia̧ obrotowa̧ utworzona̧ w wyniku obrotu dooko la osi Oz krzywej s 7→
(α(s), 0, β(s)) i niech s bȩdzie dla tej krzywej parametrem  lukowym. Niech ρ(s) oznacza odleg lość punktu (α(s), 0, β(s))
od osi Oz. Udowodnić, że pole powierzchni M wynosi 2π

∫ l
0
ρ(s)ds, gdzie l jest d lugościa̧ obracanej krzywej.
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