67. Niech r : D 5 (u,v) — M NV bedzie parametryzacja, a ¢ : D> (u,v) — (u(w,v),v(u,v)) € D dyfeomorfizmem. Niech
E, F, G beda wspdlczynnikami pierwszej formy podstawowej we wspdhrzednych krzywoliniowych (u,v) zwigzanych z
parametryzacja r, a E , F , G wspotczynnikami pierwszej formy podstawowej we wspéhrzednych krzywoliniowych (u, v)
zwiazanych z parametryzacja r o .
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Wspdtezynniki E, f, G oraz pochodne czastkowe sg liczone w punkcie (u,v), a E, F, G w punkcie (u(u, ), v(w,v)).
Litera T oznacza transponowanie macierzy.

(a) Sprawdzié, ze

=

(b) Sprawdzié, ze E , F , G mozemy otrzymaé jako wspdtczynniki przy du ® du, du @ dv + dv @ du, dv ® dv odpowiednio,
gdy do Edu ® du + F(du® dv + dv ® du) + G dv @ dv podstawimy du = 3% du + 3% dv i dv = 92 du + 22 dv.

68. (a) Napisaé¢ pierwsza forme podstawowa we wspdlrzednych krzywoliniowych (u, v) zwigzanych z parametryzacja
r(u,v) = (aucosv,ausinv,bu), 0<u<l, —-7T<v<T

powierzchni stozka.

(b) Znalezé wspéhzedne (€,7), w ktérych ta forma bedzie miala (z dokladnoscia do stalego czynnika) taka sama
postaé, jak standardowy iloczyn skalarny na plaszczyznie (czyli K2(d¢ ® dé + dn ® dn), K - stala dodatnia). Mozna
to zrobié¢ nastepujaca metoda. Obrazem parametryzacji r jest cala powierzchnia stozka bez jednej tworzacej. Rozcieta
powierzchnie stozka mozemy, nie zmieniajac mierzonej na powierzchni odleglosci punktéw, roztozyé na plaszczyznie (na
przykltad tak, by tworzaca v = 0 miala kierunek osi odcigtych). Na plaszczyZnie otrzymujemy w ten sposéb wycinek
kota. Niech £(u,v) i n(u,v) beda wspéhrzednymi kartezjariskimi punktu o wspéhrzednych krzywoliniowych (u,v) po
takim rozwinieciu rozcigtego stozka na plaszczyznie. Korzystajac z zadania 67 (b) wyrazi¢ d€ ® d§ + dn ® dn przez du,
dv i poréwnaé otrzymany wynik z wyliczong w punkcie (a) pierwsza forma podstawowa.

69. Niech A i B beda punktami powierzchni z zadania 68 o wspélrzednych krzywoliniowych u = %, v=—Forazu = %7 v =
odpowiednio.
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(a) Obliczy¢ dlugoé¢ drogi jaka trzeba przeby¢ poruszajac si¢ od A do B wzdluz réwnoleznika u = 3.

(b) Korzystajac z zadania 68 (b) opisa¢ (niekoniecznie wzorami) najkrétsza droge - na powierzchni - od A do B i znalezé
dtugosé tej drogi. Sprawdzié, ze dhugosé drogi z punktu (a) jest wieksza od tej liczby.

(c) Poréwnaé dtugosé drogi z punktu (b) z odlegloscia punktéw A i B w R3.

Wskazowka. Jesli tensor metryczny ma postaé d€ ® d€ + dn ® dn, to na dlugosé krzywej otrzymujemy taki sam wzor,
jak na plaszezyZnie euklidesowej o wspélrzednych £ i 7. Dlatego najkrétsza krzywa taczaca punkty (€1,m1) 1 (€2, 12) jest
krzywa odpowiadajaca odcinkowi linii prostej: [0,1] 3t — (& + (& — &1),m +t(n2 —m1)) € D. Dhugosé tego odcinka
V(& — €)%+ (2 — m)? jest odleglodcia punktéw (&1,7m1), (€2,72). Dla tensora metrycznego K2(d¢ ® dé + dn ® dn)

otrzymamy K (y/(& — &)+ (12 — m1)?).

70. Niech pierwsza forma podstawowa bedzie ¢ = Fdu ® du + F(du ® dv + dv ® du) + G dv ® dv i niech ¥ = P du ® du +
Q(du® dv + dv @ du) + Rdv ® dv. Zaktadamy, ze PR — Q? < 0. Wszystko rozwazamy w ustalonej przestrzeni stycznej
T,M, ale w celu uproszczenia zapisu bedziemy pisa¢ du, dv zamiast dul,, dv|,.

(a) W przypadku P # 0 niech A\; i Ay beda pierwiastkami wielomianu PA? + 2Q\ + R. Sprawdzié, ze 1) mozemy
otrzymaé, dokonujac symetryzacji odwzorowania dwuliniowego ¢ = P(du — A1 dv) ® (du — A2 dv), tzn., ze P(X,Y) =
1 (p(X,Y) + (Y, X)). Wykorzystujac ten fakt sprawdzi¢ ze zbiér {X € T,M : ¢(X, X) = 0} jest suma mnogosciowa
dwoéch prostych. W jednym z kolejnych punktéw zadania beda potrzebne wektory kierunkowe tych prostych.

(b) W przypadku R # 0 wykorzysta¢ w podobny sposéb pierwiastki 1, pe wielomianu Ru? + 2Qu + P. Jaki jest
zwiazek miedzy A1, Ao i 1, pe w przypadku P # 01 R # 07

(c) Rozwazy¢ przypadek P =01 R = 0 - tez opisaé zbiér {X € T,M : (X, X) = 0}.
(d) Udowodnié, ze proste, ktérych suma jest {X € T,M : (X, X) = 0} sa do siebie prostopadie wtedy i tylko wtedy,
gdy ER — 2FQ + GP = 0.

71. Wyznaczy¢ cosinus kata miedzy krzywymi @ = z¢ i y = yo na powierzchni (z,y) — (z,y, azy).



