
67. Niech r : D 3 (u, v) 7→ M ∩ V bȩdzie parametryzacja̧, a ϕ : D̃ 3 (ũ, ṽ) 7→ (u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ)) ∈ D dyfeomorfizmem. Niech
E, F , G bȩda̧ wspó lczynnikami pierwszej formy podstawowej we wspó lrzȩdnych krzywoliniowych (u, v) zwia̧zanych z
parametryzacja̧ r, a Ẽ, F̃ , G̃ wspó lczynnikami pierwszej formy podstawowej we wspó lrzȩdnych krzywoliniowych (ũ, ṽ)
zwia̧zanych z parametryzacja̧ r ◦ ϕ.
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Wspó lczynniki Ẽ, F̃ , G̃ oraz pochodne cza̧stkowe sa̧ liczone w punkcie (ũ, ṽ), a E, F , G w punkcie (u(ũ, ṽ), v(ũ, ṽ)).
Litera T oznacza transponowanie macierzy.

(b) Sprawdzić, że Ẽ, F̃ , G̃ możemy otrzymać jako wspó lczynniki przy dũ⊗dũ, dũ⊗dṽ+dṽ⊗dũ, dṽ⊗dṽ odpowiednio,
gdy do E du⊗ du+ F (du⊗ dv + dv ⊗ du) +Gdv ⊗ dv podstawimy du = ∂u

∂ũ dũ+ ∂u
∂ṽ dṽ i dv = ∂v

∂ũ dũ+ ∂v
∂ṽ dṽ.

68. (a) Napisać pierwsza̧ formȩ podstawowa̧ we wspó lrzȩdnych krzywoliniowych (u, v) zwia̧zanych z parametryzacja̧

r(u, v) = (au cos v, au sin v, bu), 0 < u < 1, −π < v < π

powierzchni stożka.

(b) Znaleźć wspó lrzȩdne (ξ, η), w których ta forma bȩdzie mia la (z dok ladnościa̧ do sta lego czynnika) taka̧ sama̧
postać, jak standardowy iloczyn skalarny na p laszczyźnie (czyli K2(dξ ⊗ dξ + dη ⊗ dη), K - sta la dodatnia). Można
to zrobić nastȩpuja̧ca̧ metoda̧. Obrazem parametryzacji r jest ca la powierzchnia stożka bez jednej tworza̧cej. Rozciȩta̧
powierzchniȩ stożka możemy, nie zmieniaja̧c mierzonej na powierzchni odleg lości punktów, roz lożyć na p laszczyźnie (na
przyk lad tak, by tworza̧ca v = 0 mia la kierunek osi odciȩtych). Na p laszczyźnie otrzymujemy w ten sposób wycinek
ko la. Niech ξ(u, v) i η(u, v) bȩda̧ wspó lrzȩdnymi kartezjańskimi punktu o wspó lrzȩdnych krzywoliniowych (u, v) po
takim rozwiniȩciu rozciȩtego stożka na p laszczyźnie. Korzystaja̧c z zadania 67 (b) wyrazić dξ ⊗ dξ + dη ⊗ dη przez du,
dv i porównać otrzymany wynik z wyliczona̧ w punkcie (a) pierwsza̧ forma̧ podstawowa̧.

69. Niech A i B bȩda punktami powierzchni z zadania 68 o wspó lrzȩdnych krzywoliniowych u = 1
2 , v = −π2 oraz u = 1

2 , v = π
2

odpowiednio.

(a) Obliczyć d lugość drogi jaka̧ trzeba przebyć poruszaja̧c siȩ od A do B wzd luż równoleżnika u = 1
2 .

(b) Korzystaja̧c z zadania 68 (b) opisać (niekoniecznie wzorami) najkrótsza̧ drogȩ - na powierzchni - od A do B i znaleźć
d lugość tej drogi. Sprawdzić, że d lugość drogi z punktu (a) jest wiȩksza od tej liczby.

(c) Porównać d lugość drogi z punktu (b) z odleg lościa̧ punktów A i B w R3.

Wskazówka. Jeśli tensor metryczny ma postać dξ ⊗ dξ + dη ⊗ dη, to na d lugość krzywej otrzymujemy taki sam wzór,
jak na p laszczyźnie euklidesowej o wspó lrzȩdnych ξ i η. Dlatego najkrótsza̧ krzywa̧  la̧cza̧ca̧ punkty (ξ1, η1) i (ξ2, η2) jest
krzywa odpowiadaja̧ca odcinkowi linii prostej: [0, 1] 3 t 7→ (ξ1 + t(ξ2 − ξ1), η1 + t(η2 − η1)) ∈ D̃. D lugość tego odcinka√

(ξ2 − ξ1)2 + (η2 − η1)2 jest odleg lościa̧ punktów (ξ1, η1), (ξ2, η2). Dla tensora metrycznego K2(dξ ⊗ dξ + dη ⊗ dη)
otrzymamy K(

√
(ξ2 − ξ1)2 + (η2 − η1)2).

70. Niech pierwsza̧ forma̧ podstawowa̧ bȩdzie g = E du ⊗ du + F (du ⊗ dv + dv ⊗ du) + Gdv ⊗ dv i niech ψ = P du ⊗ du +
Q(du⊗ dv+ dv⊗ du) +Rdv⊗ dv. Zak ladamy, że PR−Q2 < 0. Wszystko rozważamy w ustalonej przestrzeni stycznej
TpM , ale w celu uproszczenia zapisu bȩdziemy pisać du, dv zamiast du|p, dv|p.

(a) W przypadku P 6= 0 niech λ1 i λ2 bȩda̧ pierwiastkami wielomianu Pλ2 + 2Qλ + R. Sprawdzić, że ψ możemy
otrzymać, dokonuja̧c symetryzacji odwzorowania dwuliniowego ϕ = P (du − λ1 dv) ⊗ (du − λ2 dv), tzn., że ψ(X,Y ) =
1
2 (ϕ(X,Y ) +ϕ(Y,X)). Wykorzystuja̧c ten fakt sprawdzić że zbiór {X ∈ TpM : ψ(X,X) = 0} jest suma̧ mnogościowa̧
dwóch prostych. W jednym z kolejnych punktów zadania bȩda̧ potrzebne wektory kierunkowe tych prostych.

(b) W przypadku R 6= 0 wykorzystać w podobny sposób pierwiastki µ1, µ2 wielomianu Rµ2 + 2Qµ + P . Jaki jest
zwia̧zek miȩdzy λ1, λ2 i µ1, µ2 w przypadku P 6= 0 i R 6= 0?

(c) Rozważyć przypadek P = 0 i R = 0 - też opisać zbiór {X ∈ TpM : ψ(X,X) = 0}.

(d) Udowodnić, że proste, których suma̧ jest {X ∈ TpM : ψ(X,X) = 0} sa̧ do siebie prostopad le wtedy i tylko wtedy,
gdy ER− 2FQ+GP = 0.

71. Wyznaczyć cosinus ka̧ta miȩdzy krzywymi x = x0 i y = y0 na powierzchni (x, y) 7→ (x, y, axy).
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