Baza V* dualna do danej bazy przestrzeni wektorowej V

51. Niech V bedzie dwuwymiarowa przestrzenia wektorowa nad R, a wektory e, es niech tworza baze tej przestrzeni. Niech
w!, w? bedzie baza przestrzeni wektorowej V* (przestrzeni wektorowej odwzorowar liniowych z V do R) dualna do
bazy e1, ey (czyli w'(e;) = 0;). Znalezé warto$¢ odwzorowania liniowego A = 2w! — 3w? na wektorze v = 5e; + 7es.

52. Oznaczenia jak w zadaniu poprzednim. Niech A : V' — R bedzie odwzorowaniem liniowym takim, ze A(e;) = 4,

A(ez) = 6. Zapisa¢ A jako kombinacjg liniowa odwzorowan w! i w?.

53. Niech V bedzie zbiorem wszystkich kombinacji liniowych funkcji fi(z) = sinx i fa(z) = cosx o wspdlczynnikach rzeczy-

wistych. Jest to dwuwymiarowa przestrzen wektorowa nad R. Niech w', w? bedzie baza przestrzeni V* dualna do bazy

f1, f2 przestrzeni V. Odwzorowanie liniowe A : V 3 f — f (%) € R zapisaé w postaci kombinacji liniowej w! i w?.

Razniczkowanie funkcji okreslonej na powierzchni

54. Niech M bedzie torusem opisanym réwnaniem parametrycznym
r(u,v) = ((acosu + b) cosv, (acosu + b)sinv,asinu), 0<a<b.

(Mozemy dobraé¢ stosowna ilo$é obszaréw D;, tak, zeby obrazy parametryzacji opisanych tym wzorem pokryly caly
torus.)

Funkcja f: M — R zdefiniowana jest nastepujaco:

f(p) := odlegloéé¢ punktu p od plaszczyzny y = —a — b.
Sprawdzi¢, ze funkcja f jest rézniczkowalna. Zapisaé¢ 1-forme df w bazie du, dv. Znalezé punkty krytyczne funkcji f
(takie punkty p € M, dla ktérych d,f = 0).

55. Na powierzchni $rubowej
r(u,v) = (ucosv,usinv,bv), (u,v) € R?
zadana jest funkcja
f(p) := kwadrat odleglodci punktu p od prostej x =1,y = 2.

Sprawdzi¢, ze f jest funkcja rézniczkowalng. Zapisaé df w bazie du, dv. Policzy¢ d, f na wektorze ‘3—1(0) dla
s 1 o (1 1 1
~(t) = (1+t+t)cos §7r—|—2t ,(1—|—t+t)s1n 571'—!—27,‘ b §7r+2t , p= O’l’ibﬂ- )

56. Dla wybranej parametryzacji r podzbioru otwartego sfery o réwnaniu 2 + 42 + 22 = 1 napisaé wzér na zlozenie f or,
gdzie f(p) := kwadrat odleglodci punktu p od punktu pe = (0,0,2). Sprawdzié, ze dpf = 2( - , p2p).

Tloczyn tensorowy odwzorowan liniowych prowadzgcych z V- w R.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad R, a V* przestrzenia wektorowa odwzorowan liniowych z V w R. Dla
a, B € V* definiujemy odwzorowanie dwuliniowe a ® 8 : V x V — R nastepujaco: a ® (v, w) := a(v)3(w).

57. Niech w!, w? bedzie baza V* dualna do bazy ej, e; w V. Dla a = w! — 3w?, 3 = 2w! + 5w? policzyé a ® B(er,e1),
a® fer,ez), a® Bler,e1)ia®Ber,er).

58. Oznaczenia jak w zadaniu poprzednim. Dane jest odwzorowanie dwuliniowe ¢ = w! @w! + p(w! @W? +W? wW!) +w? @ W?.
Dla jakich wartosci u € R odwzorowanie ¢ jest dodatnio okreslone? Dla jakich wartosci p jest niezdegenerowane? (tzn.
kiedy dla kazdego v # 0 istnieje w taki, ze ¢p(v,w) # 0).

59. Niech e;, ey, e3 bedzie baza standardowa przestrzeni R?, a w!, w?, w® dualng do niej baza w (R3)*. Przedstawi¢

standardowy iloczyn skalarny w R? jako kombinacje liniowa odwzorowaini w' @ w’, i,j € {1,2,3}.

60. Pokazaé na przykladzie, ze jesli dim V' > 1, to istnieja odwzorowania dwuliniowe V' x V' — R, ktérych nie da si¢ zapisaé
w postaci jednego iloczynu a® 3. Wskazdwka: czy istnieje wektor v # 0 taki, ze dla wszystkich w jest a® (v, w) = 07



