
Linie parametrów u, v

37. Jak wygla̧daja̧ linie parametrów u i v dla parametryzacji pojawiaja̧cych siȩ w zadaniach 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 26 i
28?

Przypomnienie z geometrii analitycznej

38. Napisać równanie przechodza̧cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) p laszczyzny Π prostopad lej do wektora N = (a, b, c) 6= 0.
Równanie to podaje warunek konieczny i wystarczaja̧cy na to, by punkt P = (x, y, z) należa l do Π. Pos luguja̧c siȩ
iloczynem skalarnym i wprowadzaja̧c wektor r0 := −−→OP0, O = (0, 0, 0), zapisać to równanie jako warunek na wektor
R := −−→OP . Jakim warunkiem można opisać zbiór wszystkich punktów leża̧cych po tej stronie p laszczyzny Π, w która̧
zwrócony jest wektor N? A jakim warunkiem zbiór punktów leża̧cych po przeciwnej stronie?

39. Napisać wzór na odleg lość punktu P1 = (x1, y1, z1) od p laszczyzny Π z poprzedniego zadania. Zapisać ten wzór w
postaci wektorowej, używaja̧c iloczynu skalarnego i wektorów N, r0 i r1 := −−→OP1. Jaki wzór otrzymamy, jeśli dodatkowo
za lożymy, że |N| = 1?

40. Napisać równanie parametryczne p laszczyzny przechodza̧cej przez punkt P0 = (x0, y0, z0) i równoleg lej do podprzestrzeni
w R3 generowanej przez dwa liniowo niezależne wektory v1 i v2. Napisać równanie tej p laszczyzny w postaci wektorowej,
używaja̧c iloczynu mieszanego i wektorów r0, v1, v2 oraz R. Wskazówka: zadanie 5 lub zadania 6, 38 i definicja iloczynu
mieszanego.

P laszczyzna styczna do powierzchni M w punkcie p

TpM := {dγdt (0) | γ : (−ε, ε)→ R3 jest różniczkowalne, γ(0) = p i ∀t ∈ (−ε, ε) γ(t) ∈M}
TpM jest podprzestrzenia̧ wektorowa̧ w R3.
Πp := przechodza̧ca przez punkt p p laszczyzna równoleg la do TpM .

W poniższych zadaniach, tam gdzie mowa jest o p laszczyźnie stycznej w punkcie p do powierzchni,
chodzi o p laszczyznȩ Πp.

41. Napisać równanie p laszczyzny stycznej w punkcie (1, 3, 4) do powierzchni zadanej przy pomocy parametryzacji
r(u, v) = (u, u2 − 2v, u3 − 3uv).

42. Napisać równanie p laszczyzny stycznej do powierzchni x2 + 4y2 + 9z2 = 169 w punkcie (3, 2, 4).

43. Napisać równanie p laszczyzny stycznej w punkcie (x0, y0, z0) do elipsoidy x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1.

44. Napisać równanie p laszczyzny stycznej w punkcie (x0, y0, z0) do hiperboloidy jednopow lokowej x2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = 1.

45. Napisać równanie p laszczyzny stycznej w punkcie (x0, y0, z0) do hiperboloidy dwupow lokowej x2

a2 − y2

b2 −
z2

c2 = 1.

46. Sprawdzić, że wszystkie p laszczyzny styczne do powierzchni z zadania 32 przechodza̧ przez punkt (0, 0, 0).

47. Zbadać, czy p laszczyzna styczna do powierzchni M w punkcie p ma z powierzchnia̧ M punkty wspólne
różne od punktu p:

a) M : 3x2 + 4y2 − z = 0, p = (1,−1, 7),

b) M : x2 + 2y2 − z2 = 0, p = (1, 2, 3),

c) M : z = (x2 + y2)(2− x2 − y2), p = (1, 0, 1).

Wektor normalny do powierzchni

48. Wyznaczyć wektor normalny do powierzchni xy2 + z3 − 12 = 0 w punkcie (1, 2, 2).

49. Wyznaczyć wektor normalny do powierzchni śrubowej R2 3 (u, v) 7→ (u cos v, u sin v, av) ∈ R3, gdzie a > 0, w punkcie
p odpowiadaja̧cym wartościom u = 1, v = π

4 .

50. Sprawdzić, że trzy powierzchnie z punktu b) zadania 31 sa̧ do siebie w punkcie p0 wzajemnie prostopad le (tzn. sprawdzić,
że wektory prostopad le do tych powierzchni w punkcie p0 sa̧ parami ortogonalne). Wskazówka: przyda siȩ równość,
która̧ otrzymamy odejmuja̧c stronami równania Fλi

(x0, y0, z0) = 1 i Fλj
(x0, y0, z0) = 1 przy λi 6= λj .
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