Rzut stereograficzny.

17. Napisaé¢ wzory na zaleznos$é (u,v) od (z,y,z) w rzutowaniu stereograficznym my ze sfery S%(r) = {(z,y,2) € R? :
22 +y% + 22 = r?} z wyrzuconym biegunem N = (0,0,r) na plaszczyzne z = —r styczna do sfery S?(r) w punkcie
S = (0,0,—r) (ktéra utozsamiamy z R? przez rzutowanie (u,v,—7r) — (u,v)). Sprawdzié, ze to odwzorowanie jest
bijekcja i napisa¢ wzér na odwzorowanie odwrotne. Sprawdzié¢, czy to odwzorowanie odwrotne jako odwzorowanie
R? — R3 jest regularne. (Przy szukaniu odwzorowania odwrotnego mozna najpierw zauwazyé, ze u? + v? zalezy tylko
od z i wyrazié z przez u,v.)

18. Zrobié to samo dla rzutowania g ze zbioru S?(r) \ {S} na plaszczyzne z = r.

19. Znalezé zbiér mn (S?(r) \ {N, S}) C R? i zapisa¢ we wspShrzednych u, v odwzorowanie
s o (mn) ™t an (S2(r) \{N, S}) — ms(S*(r) \ {N, S}).

Odwzorowania regularne i parametryzacja

20. Wykres funkcji. Niech ¢ : R? — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Sprawdzi¢, ze regularne jest odwzorowanie

R? 3 (z,y) — (z,y, p(z,y)) € R®
Parametryzacje ptata powierzchni, ktéra ma postaé (z,y) — (z,y, p(z,y)) nazywamy parametryzacjg Monge’a.

21. Powierzchnia siodtowa z = xy.
(i) Narysowaé na plaszczyznie niektére poziomice funkeji ¢(x, y) = zy. Wywnioskowaé z tego, jak wyglada ta powierzch-
nia.
(ii) Napisaé¢ réwnanie tej powierzchni w ukladzie 2'y’z’, gdzie 2’ = ‘[ T+ ‘[ y, y = ‘[ T+ ‘f y, 2/ = z (uklad ten
otrzymamy, gdy obrécimy wyjsciowy uklad o kat 45° wokét osi z). Czym S@ przekroje teJ povvlerzchm plaszczyznami
x' = const, czym sy przekroje plaszczyznami y' = const?

22. Powierzchnia obrotowa. Dana jest krzywa I 3 u — (« ( ),0,B3(u)) € R? lezaca w plaszczyznie y = 0; I jest przedziatem
otwartym w R.. Zakladamy, ze dla kazdego u, (o/(u))* + (8'(u))® > 0 oraz a(u) > 0. Napisa¢ réwnanie parametryczne
powierzchni, ktéra otrzymamy obracajac zbiér {(a(u),0,8(u)) : u € I} wokét osi Oz. Czy ta powierzchnia jest
powierzchnia regularna?

23. Torus. Jaka powierzchni¢ otrzymamy w zadaniu 22 dla a(u) = rcosu + R, B(u) = rsinu, przy ustalonych r i R,
0 < r < R. Ile tego rodzaju parametryzacji potrzeba do pokrycia calego torusa?

24. Helikoida / powierzchnia Srubowa. Napisa¢ réwnanie powierzchni, ktéra powstanie, jesli prosta, w chwili poczatkowej
pokrywajaca sie z osia Ox, bedziemy obracaé ze stata predkoscia katowa wokdt osi Oz i jednoczesnie przesuwaé ze stala
predkoscia w kierunku réwnolegltym do osi Oz. Czy ta powierzchnia jest powierzchnia regularna?

25. Powierzchnia Ennepera. Sprawdzié, ze regularne jest odwzorowanie

2 u? 2 v 2, .2 2
r:R 9(u,v)»—>(u—§+uv,v—§+u v,u* —v°) €R

Policzy¢ r(1/3,0) i r(—v/3,0). Czy odwzorowanie r jest réznowartosciowe?

(Powierzchnia Ennepera na rysunku i wskazéwka do dowodu, ze w zbiorze {(u,v) : u? + v? < 3} odwzorowanie r jest
réznowartosciowe - w ksiazce: J. Oprea, Geometria rézniczkowa i jej zastosowania, str. 72.)

26. Malpie siodto. Dla powierzchni r : (u,v) — (u,v,v® — 3u?v) napisaé wzér, jak zalezy z(u,v) od wspdirzednych
biegunowych (r, ¢) punktu (u,v) (wstawi¢ u = rcos ¢, v = rsing do z(-,-)).

Jak wyglada wykres funkcji r zaciesnionej do okregu o $rodku (0,0) i promieniu r? Co si¢ dzieje przy wzroscie r?

(Malpie siodlo na rysunku - np. w ksiazce: M. P. do Carmo, Differential geometry of curves and surfaces, str. 159.)

26. Wistega Mobiusa. Niech 0 < a < b. Niech w chwili poczatkowej $rodek S odcinka AB o dhugoéci 2a znajduje si¢ w
punkcie (b,0,0) i niech odcinek ten bedzie wtedy réwnolegly do osi Oz: A niech bedzie w (b,0,a), a B w (b,0, —a).
Napisa¢ réwnanie powierzchni, ktéra powstanie, gdy $rodek S bedzie poruszat sie po okregu {z2 + y? = b%, 2z = 0},
a jednoczesnie odcinek bedzie obracal sie z dwa razy mniejsza predkoscia katowa wokol punktu S w plaszczyZnie
prostopadtej do kierunku ruchu punktu S (czyli po czasie, gdy S obiegnie okrag 1 raz punkt A znajdzie sie w (b,0, —a),
a punkt B w (b,0,a)). Parametrem u niech bedzie kat migdzy promieniem wodzgacym punktu S a osia Oz, parametrem
v - z dokladnoscia do znaku - odlegloé¢é danego punktu odcinka AB od punktu S. Dobraé zakres parametréw (u,v)
tak, by obrazem parametryzacji byla cata wstega Mobiusa (bez brzegu) z wyrzuconym odcinkiem o konicach (b, 0, a),
(b,0,—a).

Znalez¢ podobna parametryzacje dla zbioru {cala wstega minus odcinek o konicach (a — b,0,0), (—a — b,0,0)} . Jak
bedzie wygladalo przejécie od jednej parametryzacji do drugiej?



Powierzchnie opisane réwnaniem F(x,y,z) =0

27. Wykres funkcji. Niech U C R? bedzie zbiorem otwartym i niech ¢ : U — R bedzie funkcja rézniczkowalna. Zapisaé¢ zbiér
{(z,y, o(x,y)) : (x,y) € U} jako przeciwobraz wartosci regularnej 0 dla odpowiednio dobranej funkcji F': U x R — R.
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28. FElipsoida. Sprawdzié, ze rownanie 2—2 + %+ i—; = 1, gdzie a, b, c > 0, opisuje powierzchnie regularna. Znalez¢é parame-
tryzacje dla jakiegos podzbioru tej powierzchni.
29. Hiperboloida jednopowtokowa. Sprawdzié, ze réwnanie i—z + %—j — i—z =1, gdzie a, b, ¢ > 0, opisuje powierzchnig regularna.
Czym sa przekroje tej powierzchni plaszczyznami z = zg, zg € R? Czym sa przekroje plaszczyzna x = 0 i plaszczyzna
y =207
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30. Hiperboloida dwupowtokowa. Sprawdzié, ze réwnanie z—z — ¥ — % =1, gdzie a,b,c > 0, opisuje powierzchnig regularna.
Czym sa przekroje tej powierzchni plaszczyznami x = zg w zaleznosci od zy € R? Czym sa przekroje plaszczyzna
y = 0 i plaszczyzna z = 07

*31. Niech a,b,c € R, a > b > c. Niech dla A € R\ {a,b,c}, Fi(z,y,z) = a””_i\ + % + CZ_Q)\.

a) Jaka — w zaleznosci od wartosci parametru A — powierzchnie opisuje réwnanie F)(z,y,z) = 1?7 Dla jakich A zbiér
opisany tym réwnaniem jest zbiorem pustym?

b) Niech py = (70, ¥0, 20) € R? bedzie takim punktem, ze xq - yo - 20 # 0. Wykazaé, ze przez punkt py przechodza trzy
powierzchnie, po jednej z kazdej z trzech rodzin jakie wystapia w punkcie a) tego zadania.

*32. Niech f : R? 3 (u,v) — f(u,v) € R bedzie odwzorowaniem klasy C* i niech V(u,v) € f~1({0}), %(u,v) # 0 lub

%(u,v) # 0. Niech dla (z,y,2) € (R\ {0}) x R?, F(z,y,2z) = f (%, 2). Sprawdzi¢, ze F~'({0}) jest powierzchnia
regularna w R3.

* Réwnania uwiktane powierzchni obrotowych

33. Niech a : R — R bedzie funkcja klasy C* i niech a(t) > 0 dla wszystkich ¢. Znalezé funkcje F : R® — R taka, ze
powierzchnig, ktéra otrzymujemy przez obrét krzywej ¢ — («(t),0,t) dookota osi Oz (por. zadanie 22) bedzie mozna
opisa¢ réwnaniem F(z,y, z) = 0. Sprawdzié, czy 0 jest wartoscia regularng tej funkcji.

Przyklad: katenoida - powierzchnia, ktéra otrzymujemy, gdy obracamy krzywa laicuchows t — (cosht,0,t) dookota

osi Oz. Naszkicowaé wykres funkcji y = cosh x i potem naszkicowaé¢ w ukladzie zyz otrzymang powierzchni¢ obrotowa.
34. Niech 8 : Ry — R bedzie funkcja klasy C*°. Napisaé réwnanie uwiktane powierzchni obrotowej, ktéra powstanie, gdy

krzywa Ry >t — (¢,0,3(t)) € R3 bedziemy obracaé¢ dookota osi Oz. Podaé parametryzacje Monge’a tej powierzchni.

Przyktady krzywych:

t = (t7 O? t)’

t— (t,0,t2).

(Znalezé funkcje F' i zrobié rysunki.)
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35. Niech f : R? 3 (u,v) — f(u,v) € R bedzie taka funkcja, ze f~1({0}) # 0 oraz (g—i(u,v)) + (g%(u,v)) > 0 dla

wszystkich (u,v) nalezacych do f~1({0}). Zakladamy ponadto, ze f~1({0}) C R4 x R. Wéwezas {(z,0,2) : f(z,2) =
0} jest krzywa regularng w plaszezyznie ©Oz. Krzywa ta jest zawarta w pélplaszezyznie {(x,0,z) : z > 0}. Napisaé
rownanie uwiklane powierzchni, ktér otrzymamy, obracajac te krzywa dookota osi Oz.

Przyktad: jaka powierzchnig otrzymamy dla f(u,v) = (u — R)? +v? — 12, gdzie 0 < r < R?

Wskazdéwka do zadan 33, 34 i 35:

Niech P = (z0, Yo, 20) € R3, (z0,%0) # (0,0). Napisa¢ réwnanie przechodzacego przez punkt P okregu o $rodku na osi
Oz, zawartego w plaszczyznie prostopadlej do tej osi. Znalezé wspohrzedne punktu P/, w ktérym ten okrag przecina
péiptaszezyzne {(z,y,2) : y = 0,z > 0}. Punkt P nalezy do opisywanej powierzchni obrotowej wtedy i tylko wtedy,
gdy P’ lezy na obracanej krzywej.



