
Iloczyn skalarny, wektorowy i mieszany w R3

Iloczyn skalarny w R3 bȩdziemy oznaczać przez 〈·, ·〉. Dla a = (a1, a2, a3) i b = (b1, b2, b3)

〈a,b〉 := a1b1 + a2b2 + a3b3.

D lugość wektora a:
|a| =

√
〈a,a〉.

Cosinus ka̧ta α miȩdzy wektorami a i b:

cosα =
〈a,b〉
|a||b|

.

Iloczyn wektorowy:

a× b :=
(∣∣∣∣ a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣) =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ ,
gdzie e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) i e3 = (0, 0, 1).

Iloczyn mieszany:
[a,b, c] := 〈a× b, c〉.

1. Sprawdzić, że a× b = −b× a.

2. Udowodnić, że a× b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory a i b sa̧ liniowo zależne.

3. Sprawdzić, że

[a,b, c] =

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
4. Korzystaja̧c z 3. uzasadnić, że

[a,b, c] = [b, c,a] = [c,a,b].

5. Uzasadnić, że [a,b, c] = 0 wtedy i tyko wtedy, gdy wektory a, b i c sa̧ liniowo zależne.

6. Sprawdzić, że wektor a× b jest prostopad ly do a i jest prostopad ly do b.

7. Udowodnić, że jeśli a × b 6= 0, to trójka wektorów a, b i a × b jest dodatnio zorientowana (to znaczy: udowodnić, że
wyznacznik macierzy przej́scia od bazy e1, e2, e3 do bazy a, b, a× b jest dodatni).

Wskazówka: przy liczeniu wyznacznika skorzystać z 3.

8. Podwójny iloczyn wektorowy. Sprawdzić (przynajmniej dla jakiej́s wybranej sk ladowej), że

(a× b)× c = 〈a, c〉b− 〈b, c〉a.

Czy iloczyn wektorowy jest dzia laniem  la̧cznym?

9. Korzystaja̧c z 4. i 8. udowodnić, że

〈a× b, c× d〉 =
∣∣∣∣ 〈a, c〉 〈a,d〉〈b, c〉 〈b,d〉

∣∣∣∣ .
10. Tożsamość Lagrange’a:

|a× b|2 = |a|2|b|2 − 〈a,b〉2.

11. Udowodnić, że
|a× b| = |a||b| sinα.

*12 Udowodnić, że

[a,b, c]2 =

∣∣∣∣∣∣
〈a,a〉 〈a,b〉 〈a, c〉
〈b,a〉 〈b,b〉 〈b, c〉
〈c,a〉 〈c,b〉 〈c, c〉

∣∣∣∣∣∣ .
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13. Wyrazić przy pomocy iloczynu wektorowego

- pole równoleg loboku zbudowanego na wektorach a i b,

- pole trójka̧ta.

14. Wyrazić przy pomocy iloczynu mieszanego

- objȩtość równoleg lościanu zbudowanego na wektorach a, b i c,

- objȩtość czworościanu.

15. Obliczyć objȩtość i pole powierzchni ca lkowitej równoleg lościanu zbudowanego na wektorach u = (1, 0, 0), v = (1, 1, 2) i
w = (2, 1, 0).

16. Obliczyć objȩtość czworościanu o wierzcho lkach A = (0, 0, 1), B = (2, 0, 0), C = (2, 2, 2) i D = (0, 1, 5) oraz d lugość
wysokości opuszczonej z wierzcho lka D.
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