Tloczyn skalarny, wektorowy i mieszany w R3

Tloczyn skalarny w R? bedziemy oznaczaé przez (-,-). Dla a = (ay, as,a3) i b = (b, ba, b3)
(a, b> := a1by + asbs + asbs.

Dhugosé wektora a:

la] = V/(a, a).
Cosinus kata a miedzy wektorami a i b:
(a,b)
cosq = ——-.
|a||b|
Tloczyn wektorowy:
€1 €y €3
axb:= 0z O3 , @ &1 , ar a2 =|a ay az |,
b2 b3 b3 b1 bl b2
b1 bs b3

gdzie e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) i e5 = (0,0, 1).

Tloczyn mieszany:
[a,b,c] := (ax b,c).

1. Sprawdzi¢, ze a x b= —b x a.
2. Udowodni¢, ze a x b = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory a i b sa liniowo zalezne.
3. Sprawdzié, ze

ay a2 as

[a, b, C} = bl bQ b3

Ci C2 C3

4. Korzystajac z 3. uzasadni¢, ze
[a,b,c] = [b,c,a] = [c,a,b].

5. Uzasadnié, ze [a, b, c] = 0 wtedy i tyko wtedy, gdy wektory a, b i ¢ sg liniowo zalezne.
6. Sprawdzié, ze wektor a x b jest prostopadly do a i jest prostopadly do b.

7. Udowodnié, ze jesli a x b # 0, to tréjka wektoréw a, b i a x b jest dodatnio zorientowana (to znaczy: udowodnié, ze
wyznacznik macierzy przejscia od bazy e;, es, e do bazy a, b, a X b jest dodatni).

Wskazowka: przy liczeniu wyznacznika skorzystaé z 3.
8. Podwdjny iloczyn wektorowy. Sprawdzié¢ (przynajmniej dla jakiej$ wybranej sktadowej), ze
(axb)xc=(a,c)b— (b,c)a.
Czy iloczyn wektorowy jest dziataniem tacznym?

9. Korzystajac z 4. i 8. udowodnié, ze

10. Tozsamosc¢ Lagrange’a:
la x b|* = [a’|b|* - (a,b).

11. Udowodnié, ze

|a x b| = |a]|b| sin a.
*12 Udowodnié, ze
(a,a) (a,b) (a,c)
[a,b,c]®> = | (b,a) (b,b) (b,c)
(c,a) (c,b) (c,c)
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. Wyrazi¢ przy pomocy iloczynu wektorowego
- pole réwnolegloboku zbudowanego na wektorach a i b,

- pole trojkata.

. Wyrazi¢ przy pomocy iloczynu mieszanego
- objetos$¢ rownolegtoscianu zbudowanego na wektorach a, b i c,
- objeto$¢ czworoscianu.

. Obliczy¢ objetosé i pole powierzchni catkowitej réwnolegtoscianu zbudowanego na wektorach u = (1,0,0), v = (1,1,2) i
w = (2,1,0).

. Obliczy¢ objetosé czworoscianu o wierzchotkach A = (0,0,1), B = (2,0,0), C = (2,2,2) i D = (0,1,5) oraz dlugos¢
wysokosci opuszczonej z wierzchotka D.



