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Zestaw ćwiczeń 2

Nast ↪epuj ↪ace zadania b ↪ed ↪a omawiane na ćwiczeniach w tygodniu 14-18 marca 2011.

Zadanie 5 Niech c : I → R2 b ↪edzie regularn ↪a krzyw ↪a parametryczn ↪a (niekoniecznie z parame-
tryzacj ↪a naturaln ↪a). Udowodnij, że w tej sytuacji krzywizna krzywej c zadana jest wzorem:

κ(t) =
det (ċ(t), c̈(t))
||ċ(t)||3

.

Zadanie 6 Niech c : I → R2 b ↪edzie krzyw ↪a z parametryzacj ↪a naturaln ↪a. Niech F b ↪edzie
izometri ↪a p laszczyzny R2 zachowuj ↪ac ↪a orientacj ↪e (tzn. izometri ↪a parzyst ↪a). Udowodnij, że
krzywa F ◦ c ma t ↪a sam ↪a krzywizn ↪e co wyj́sciowa krzywa c.

Zadanie 7 Niech c : I → R2 b ↪edzie krzyw ↪a z parametryzacj ↪a naturaln ↪a, której obraz zawarty
jest w kole o środku z pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych Z = (0, 0) i promieniu R, tzn. ||c(t)|| ≤ R
dla wszystkich t ∈ I. Niech t0 ∈ I b ↪edzie punktem, w którym zachodzi równość ||c(t0)|| = R,
tzn. krzywa c jest styczna do okr ↪egu O(Z,R) w punkcie c(t0). Udowodnij, że

|κ(t0)| ≥ 1
R
.

Wskazówka: Rozważyć pochodne
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Zadanie 8 (to zadanie wycofuj ↪e z uwagi na brak wiadomości z analizy zespolonej)
Niech c : I → R2 ≡ C b ↪edzie krzyw ↪a zamkni ↪et ↪a z parametryzacj ↪a naturaln ↪a, nie przechodz ↪ac ↪a
przez pocz ↪atek uk ladu wspó lrz ↪ednych. Na analizie zespolonej (miejmy nadziej ↪e) definiuje si ↪e
liczb ↪e obiegów jako ca lk ↪e. Udowodnij, że obie definicje s ↪a równoważne tzn.
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z
.

Zadanie 8’ Wyznaczyć d lugość  luku cykloidy z zadania 4.


