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Krétka historia geometrii

» Euklides ok. 3 w. p.n.e.

» Janos Bolyai, Nikolai Ivanovich Lobachevsky, 1830, geometria
hiperboliczna

Bernhard Riemann, 1854, geometria eliptyczna
i ogdlnie: geometrie Riemannowskie na rozmaitosciach
Felix Klein, 1871, geometria rzutowa

David Hilbert, 1899, aksjomatyzacja geometrii

vV v v v .Y

réznica miedzy geometrig eliptyczna k > 0, geometria
paraboliczna k = 0 i geometria hiperboliczna k < 0, to
krzywizna!
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomatyka Hilberta ptaskiej geometrii euklidesowej (1899)

Pojecia pierwotne:

> punkty
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomatyka Hilberta ptaskiej geometrii euklidesowej (1899)

Pojecia pierwotne:
> punkty

proste

ptaszczyzna

relacja incydencji (leze¢ na, zawieraé sie w)

vV v v Y

relacja uporzadkowania (lezenia miedzy)
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomatyka Hilberta ptaskiej geometrii euklidesowej (1899)

Pojecia pierwotne:

> punkty

» proste

» ptaszczyzna

» relacja incydencji (leze¢ na, zawieral sie w)
» relacja uporzadkowania (lezenia miedzy)

» relacja przystawania
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty incydencji:

» |.1. Dla kazdych dwéch punktéw A i B istnieje prosta a
przechodzaca przez te dwa punkty.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty incydencji:

» |.1. Dla kazdych dwéch punktéw A i B istnieje prosta a
przechodzaca przez te dwa punkty.

» |.2. Dla kazdych dwéch punktéw A i B istnieje nie wiecej niz
jedna prosta przechodzaca przez te dwa punkty.

» |.3. Na kazdej prostej istnieja co najmniej dwa punkty. Istnieja
co najmniej trzy punkty, ktére nie leza na jednej prostej (nie
sa wspdtliniowe).
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty uporzadkowania:

» I1.1. Jesli punkt B lezy miedzy punktami Ai C, to punkty
A, B, C sa réznymi punktami tej samej prostej oraz punkt B
lezy takze miedzy punktami C i A.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty uporzadkowania:

> |I.1. Jedli punkt B lezy miedzy punktami Ai C, to punkty
A, B, C sa réznymi punktami tej samej prostej oraz punkt B
lezy takze miedzy punktami C i A.

> |1.2. Dla punktéw A i C istnieje co najmniej jeden punkt B na
prostej wyznaczonej przez A i C taki, ze punkt C lezy miedzy
punktami A i B.

» 11.3. Sposrédd trzech danych punktéw na prostej doktadnie
jeden lezy miedzy dwoma pozostatymi.

» 1.4, (aksjomat rozdzielania) Niech punkty A, B, C beda
niewspdtliniowe i niech prosta a bedzie taka, ze nie przechodzi
przez zaden z punktéw A, B ani C. Jesli prosta a ma punkt
wspdlny z odcinkiem AB, to ma réwniez punkt wspdlny z
odcinkiem AC lub z odcinkiem BC.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty przystawania:

» Ill.1. Jedli punkty A i B leza na prostej a a punkt A’ lezy na
prostej a’, to po kazdej stronie punktu A’ istnieje taki punkt
B’, ze odcinki AB i A'B’ sa przystajace.
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prostej a’, to po kazdej stronie punktu A’ istnieje taki punkt
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty przystawania:

» Ill.1. Jedli punkty A i B leza na prostej a a punkt A’ lezy na
prostej a’, to po kazdej stronie punktu A’ istnieje taki punkt
B’, ze odcinki AB i A'B’ sa przystajace.

» 11.2. Jedli odcinki A’B’ i A”B” przystaja do odcinka AB, to
odcinki A'/B" i A”B" sa przystajace.

» 111.3. Jedli punkt B lezy miedzy punktami Ai C a punkt B’
miedzy punktami A’ i C’ oraz odcinki AB i A'B’ oraz BC i
B'C’ sa przystajace, to przystajace sa takze odcinki AC i A'C’.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty przystawania cd.:

> [11.4. Jesli JABC jest dany i dana jest pélprosta B'C’, to po
kazdej stronie tej potprostej istnieje doktadnie jedna pétprosta
B'A’ taka, ze katy JABC i JA'B’C’ sa przystajace. Ponadto
przystawanie katéw jest relacja réwnowaznosci.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty przystawania cd.:

> [11.4. Jesli JABC jest dany i dana jest pélprosta B'C’, to po
kazdej stronie tej potprostej istnieje doktadnie jedna pétprosta
B'A’ taka, ze katy JABC i JA'B’C’ sa przystajace. Ponadto
przystawanie katéw jest relacja réwnowaznosci.

» [I1.5. (bkb) Jesli w tréjkatach ABC i A’B'C’ boki AB i A'B’
oraz AC i A/C’ a takze katy JBAC i JB'A'C’ sa przystajace,
to przystajace sa pozostate pary bokdw i katéw (czyli tréjkaty
sa przystajace).
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomat réwnolegtosci:

IV. Aksjomat réwnolegtosci
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomat réwnolegtosci:

IV. Aksjomat réwnolegtosci
» |V.1. Niech dana bedzie prosta a oraz punkt A nie nalezacy
do niej. Wéwczas istnieje co najwyzej jedna prosta
przechodzaca przez A i nie przecinajaca prostej a.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty ciagtosci:

» V.1. (aksjomat Archimedesa) Jesli AB i CD sa dowolnymi
odcinkami, to istnieje taka liczba n, ze n kopii odcinka CD
odtozonych na pétprostej AB bedzie dtuzsze niz odcinek AB.
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Aksjomaty Hilberta

Aksjomaty ciagtosci:

» V.1. (aksjomat Archimedesa) Jesli AB i CD sa dowolnymi
odcinkami, to istnieje taka liczba n, ze n kopii odcinka CD
odtozonych na pétprostej AB bedzie dtuzsze niz odcinek AB.

> V.2. (zupetnos$¢ prostej) Nie mozna powiekszy¢ zbioru
punktéw danej prostej i tak okresli¢ na tym wiekszym zbiorze
relacji uporzadkowania i przystawania aby byty spetnione
aksjomaty I, II, I1li V.1.
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Geometria eliptyczna
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iperboliczna
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Geometria hiperboliczna

Model Poincare

.-

mowy 2011/12

Geometria 2 semestr

Tomasz Szemberg



	Krótka historia geometrii
	Aksjomaty Hilberta
	Geometria eliptyczna
	Geometria hiperboliczna

