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Zestaw ćwiczeń 11

Nast ↪epuj ↪ace zadania b ↪ed ↪a omawiane na ćwiczeniach w tygodniu 9 – 13 stycznia 2012.

Zadanie 41 Niech c : I → R2 b ↪edzie krzyw ↪a z parametryzacj ↪a naturaln ↪a. Niech t0 ∈ I b ↪edzie
punktem, w którym krzywizna krzywej c nie znika, tzn. κ(t0) 6= 0. Udowodnij, że istnieje okr ↪ag
O(P0, r0) o środku w punkcie P0 i promieniu r0 taki, że dla pewnej parametryzacji naturalnej
s : J → R2 tego okr ↪egu zachodz ↪a warunki

c(t0) = s(t0), ċ(t0) = ṡ(t0), c̈(t0) = s̈(t0).

Te warunki oznaczaj ↪a, że okr ↪ag O(P0, r0) przybliża krzyw ↪a c w punkcie t0 do rz ↪edu co najmniej
2. Taki okr ↪ag nazywamy ścísle stycznym.
Wskazówka: P0 = c(t0) + 1

κ(t0)nc(t0) i r0 = 1
|κ(t0)| .

Zadanie 42 Niech c : I → R2 b ↪edzie krzyw ↪a z parametryzacj ↪a naturaln ↪a. Zbiór środków
wszystkich okr ↪egów ścísle stycznych do c (patrz: zadanie 10) nazywamy ewolut ↪a krzywej c.
Udowodnij, że ewolut ↪a paraboli

y = x2

jest krzywa zadana równaniem (
y − 1

2

)3

=
27
16
x2.

Zadanie 43 Oblicz krzywizn ↪e cykloidy

c(t) =
(

r(t− sin t)
r(1− cos t)

)
,

wyznacz punkt, w którym krzywizna jest najwi ↪eksza i naszkicuj okr ↪ag ścísle styczny w tym
punkcie.

Zadanie 44 Niech c : I → R3 b ↪edzie krzyw ↪a regularn ↪a (niekoniecznie z parametryzacj ↪a natu-
raln ↪a) tak ↪a, że c̈(t) 6= 0 dla wszystkich t ∈ I. Udowodnij, że skr ↪ecenie krzywej c wylicza si ↪e
wzorem

τ(t) =
det(ċ(t), c̈(t),

...
c (t))

||ċ(t)× ddotct||2
.


