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Zestaw ćwiczeń 8

Nast ↪epuj ↪ace zadania b ↪ed ↪a omawiane na ćwiczeniach w tygodniu 5 – 9 grudnia 2011.

Zadanie 29 Niech punkty A, B,C ∈ R2 b ↪ed ↪a wspó lliniowe. Udowodnij, że

S(A, B; C) =
[AC]
[CB]

gdzie [XY ] = det
(

x1 y1

x2 y2

)
,

oraz, że
[AB] + [BC] + [CA] = 0.

Zadanie 30 Udowodnij twierdzenie Menelaosa:

Twierdzenie 1 (Menelaosa) Dany jest trójk ↪at PQR oraz różne od jego wierzcho lków punkty
P ′, Q′ i R′ obrane na prostych pr QR, pr PR i pr PQ, odpowiednio. Nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a
równoważne:

i) punkty P ′, Q′, R′ leż ↪a na jednej prostej;

ii) S(P,Q; R′) · S(Q, R, P ′) · S(R,P ; Q′) = −1.
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Zadanie 31 Dany jest trójk ↪at ABC, w którym boki AC i BC s ↪a różnej d lugości. Punkt U jest
punktem przeci ↪ecia dwusiecznej k ↪ata <)ACB z prost ↪a AB a punkt V jest punktem przeci ↪ecia
dwusiecznej k ↪ata przyleg lego do k ↪ata ACB z prost ↪a AB. Uzasadnij, że punkty A, B,U, V
tworz ↪a czwórk ↪e harmoniczn ↪a. Co by by lo, gdyby wyj́sciowy trójk ↪at by l równoramienny? Znajdź
w laściw ↪a interpretacj ↪e twierdzenia w tej sytuacji.



Zadanie 32 Definicja 1 Niech P,Q, R, S b ↪ed ↪a punktami na p laszczyźnie w po lożeniu ogólnym
tzn. takim, że żadne trzy nie leż ↪a na jednej prostej i żadne dwie spośród wyznaczonych przez nie
prostych nie s ↪a równoleg le. Taki uk lad nazywamy czworok ↪atem zupe lnym. Punkty P,Q, R, S
nazywamy wierzcho lkami tego czworok ↪ata, zaś proste wyznaczone przez pary wierzcho lków nazy-
wamy bokami. (A zatem czworok ↪at zupe lny ma 6 boków!)
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Zauważmy, że boki czworok ↪ata zupe lnego przecinaj ↪a si ↪e w trzech dodatkowych punktach ozna-
czonych na rysunku poniżej literami X, Y i Z. S ↪a to tzw. punkty przek ↪atniowe czworok ↪ata
zupe lnego PQRS.
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Punkt W jest punktem przeci ↪ecia przek ↪atnej Y Z z prost ↪a PQ.

Twierdzenie 2 (o czworok ↪acie zupe lnym) W sytuacji jak na rysunku powyżej punkty
P,Q, W, X tworz ↪a czwórk ↪e harmoniczn ↪a.

Udowodnij to twierdzenie.


