Zagadnienia do egzaminu z geometrii dla studentéw I roku matematyki studiéw stacjonarnych II stopnia

czerwiec 2012

I. Powierzchnie regularne w R?
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Odwzorowanie regularne. Parametryzacja regularna plata powierzchni. Powierzchnia regularna w R3. Przyklady.

. Punkt krytyczny odwzorowania. Wartos¢ krytyczna. Warto$é¢ regularna.

Réwnanie uwiktane powierzchni. Kiedy réwnanie F(z,y, z) = 0 opisuje powierzchnig regularna w R? (warunek dostate-
czny). Przyktady powierzchni opisanych réwnaniem uwiklanym.

Szczegdlna postaé parametryzacji powierzchni - wykres funkcji. Kiedy w otoczeniu punktu p powierzchnie mozna
przedstawié jako wykres funkcji z = z(z,y), kiedy jako wykres funkcji @ = z(y, z), a kiedy jako wykres funkcji y =
y(@,2)?

Wspétrzedne krzywoliniowe. Linie parametréw u, v.
Jaka postaé¢ ma zwigzek miedzy parametryzacjami regularnymi opisujacymi ten sam fragment powierzchni?

Jak mozemy opisa¢ krzywa na powierzchni M, gdy znamy lokalna parametryzacje tej powierzchni. Wektor styczny do
powierzchni M w punkcie p.

Przestrzen wektorowa T, M. Baza przestrzeni wektorowej 1T, M. Rézne sposoby zapisu tych wektoréw bazowych. Jak
mozemy opisa¢ T, M, gdy znamy lokalng parametryzacje powierzchni w otoczeniu punktu p? Jak mozemy opisa¢ T, M
dla powierzchni danej réwnaniem uwikltanym F'(x,y, z) = 07

Gradient funkcji F' w punkcie p.

Plaszczyzna (ozn. na tym wyktadzie II,) styczna do powierzchni M w punkcie p. Zwiazek IT, z T, M i réznica miedzy
nimi. Dlaczego plaszczyzne styczna 11, mozna uwaza¢ za liniowe przyblizenie powierzchni M w otoczeniu punktu p?

Wektor prostopadly do powierzchni M w punkcie p. Jak znalezé wektor prostopadly, gdy dana jest parametryzacja.
Wektor prostopadly do powierzchni danej rownaniem uwiklanym. Wektor prostopadly o jednostkowej dlugosci.

Roéwnanie plaszczyzny stycznej 11, gdy dana jest lokalna parametryzacja powierzchni. Réwnanie ptaszczyzny stycznej
I1, do powierzchni opisanej réwnaniem uwiklanym.

Prosta normalna do powierzchni w punkcie p. Kat, pod jakim przecinaja sie dwie powierzchnie.
Pierwsza forma podstawowa powierzchni / tensor metryczny na powierzchni.

Jak mozna wyliczy¢ dtugosé krzywej lezacej na powierzchni, gdy zna sie pierwsza forme podstawowa. Odleglos¢ punktéw
na powierzchni.

Cosinus kata, pod jakim przecinaja sie krzywe na powierzchni. W szczegdlnosci: cosinus kata miedzy liniami parametréw.
Wspétrzedne izotermiczne.

Jak liczymy pole obszaru na powierzchni o zadanej parametryzacji.

Formula Gaussa. Druga forma podstawowa powierzchni. Koneksja liniowa indukowana na powierzchni M z R3.
Odwzorowanie Gaussa / odwzorowanie sferyczne.

Jedli p = N, jest polem jednostkowych wektoréw prostopadlych do M - do jakiej podprzestrzeni wektorowej w R?
nalezy (DxN),? Formula Weingartena. Operator ksztaltu.

Zwiazek miedzy pierwsza forma podstawowa, druga forma podstawowa i operatorem ksztattu.
Réwnania fundamentalne - réwnanie Gaussa, réwnania Codazziego (dla h i dla ).

Krzywizna Gaussa powierzchni. Rézne sposoby wyliczenia (zadania 93 i 94). Interpretacja geometryczna krzywizny
Gaussa. Gaussa theorema egregium (zadanie 94). Przyklady powierzchni o statej krzywiznie Gaussa (tylko nazwy - nie
trzeba pamietaé wzoréw na parametryzacje).



25. Krzywizna srednia powierzchni w punkcie p. Powierzchnie minimalne. Przyklady powierzchni minimalnych.

26. Interpretacja geometryczna drugiej formy podstawowej. Klasyfikacja punktéow powierzchni: punkty eliptyczne, punkty
hiperboliczne, punkty paraboliczne i punkty splaszczenia.

II. Funkcje rézniczkowalne na powierzchni i pierscien C*° (M)

1. Kiedy méwimy, ze funkcja rzeczywista okreslona na powierzchni M jest rézniczkowalna w punkcie p? Kiedy méwimy,
ze jest rézniczkowalna? Kiedy (przy zalozeniu, ze M jest klasy C”, r» > k) méwimy, ze jest to funkcja klasy C* dla
ke N, k=w oraz k = c0?

2. Zbiér C*°(M). Dzialania w tym zbiorze.

III. Pola wektorowe, 1-formy, pola tensorowe
1. Rézmiczka funkeji f : M — R w punkcie p (definicja, poprawno$é¢ definicji, liniowosé tego odwzorowania). Dzialanie
wektora v € T, M na funkcje f.

2. Pole wektorowe na powierzchni M (styczne do M). Zbiér X(M). Jakie dzialania mozemy wykonywaé¢ na polach
wektorowych?

3. Dzialanie pola wektorowego na funkcje. Jak dzialaja na funkcje wektorowe pola bazowe zwiazane z parametryzacja?
Wiasnosci odwzorowania C*°(M) 3 f — X (f) € C=°(M).

4. Co to jest 1-forma? (dwa sposoby zdefiniowania). Rézniczka df funkcji f jako przyktad 1-formy. Jak dzialaja rézniczki
du, dv na pola bazowe zwiazane z parametryzacja? Baza przestrzeni (T,M)*. Rozpisanie df w bazie du, dv.

5. Tloczyn tensorowy odwzorowan liniowych o wartosciach w R.. Iloczyn tensorowy 1-form. Baza przestrzeni odwzorowan
dwuliniowych dzialajacych z przestrzeni wektorowej do R.

6. Pola tensorowe typu (0,%) i typu (1,%) - po dwie definicje i zwiazek miedzy polami zdefiniowanymi na te dwa rézne
sposoby. W ktéra strone przejsécie nie jest oczywiste i ktéry warunek z definicji to przejscie umozliwia?

7. Przyklady pdl tensorowych - typu (0,2), (1,1), (1,2), (1,3).

8. Lokalna baza w przestrzeni pdl tensorowych typu (0,2). Jak z przedstawienia ¢t w bazie du ® du, du ® dv, dv ® du,
dv ® dv odczytaé wartosci t na parach pdl bazowych z bazy 9, 0,.

9. Jedli na M mamy zadany tensor metryczny lub pseudometryczny g - opisa¢ odwzorowanie, ktére jest izomorfizmem
C>(M)-modutu X (M) i C>°(M)-modutu wszystkich 1-form na M.

1IV. Rézniczkowanie Dx w kierunku pola wektorowego X

1. Pole wektorowe na powierzchni M w znaczeniu ogélniejszym (niekoniecznie styczne do M). Definicja DxW dla X €
X(M), W : M — R3. Whasnosci odwzorowania (X, W) — DxW.

2. Czym jest DxY, gdy X i Y sa polami bazowymi zwigzanymi z parametryzacja (u,v) — r(u,v)?

V. Koneksja liniowa

1. Koneksja liniowa na M. Od czego zalezy (VxY)(p).
2. Symbole Christoffela drugiego rodzaju.

3. Tensor torsji koneksji liniowej. Zadanie 86. Jaka wlasnosc symetrii wzgledem przestawienia indekséw maja symbole
Christoffela gdy koneksja jest koneksja bez torsji?



4. Tensor krzywizny koneksji liniowej. Zadanie 87. Umiejetnosé wyliczenia R(-, ) - na tréjkach wektoréw z bazy 0y, Oy,
gdy dane sa symbole Christoffela I‘;k, 1,7,k € {1,2}.

5. Pochodna kowariantna pola tensorowego typu (0,2). Pochodna kowariantna pola tensorowego typu (1, 1).
Koneksja Levi-Civity. Przyktad tensora metrycznego g i koneksji V, ktéra jest koneksja Levi-Civity dla g.

Symbole Christoffela pierwszego rodzaju dla koneksji Levi-Civity.

® N>

Interpretacja geometryczna warunku Vg = 0.

VI. Algebra Liego X (M)
1. Odpowiednio$¢ migdzy zbiorem pdl wektorowych na M a pewna klasa odwzorowari C*°(M) — C®(M) - jakie dwa
warunki maja speliaé te odwzorowania?
2. Jakie odwzorowanie C*°(M) — C>*°(M) odpowiada polu [X1, X2]?
Wiasnosci odwzorowania (X,Y) — [X,Y] - zadania 84 i 85.

- W

Algebra Liego.

5. Tle wynosi [0y, 0y] dla zwigzanych z parametryzacja pdél bazowych 0, 9,7

VII. Przesuniecie réownolegle i linie geodezyjne

1. Pole wektorowe X okreslone wzdtuz krzywej .
2. Pochodna kowariantna V; X pola X wzdluz ~.
3. Pole réwnolegle wzdtuz krzywej .

4. Przesuniecie réwnolegle 7., : T, M — Ty M wziuz laczacej punkty p i q krzywej . Jakie to jest odwzorowanie i czy moze
zalezeé od drogi vy, czy nigdy nie zalezy?

5. Krzywa geodezyjna. Przyktady. Czy to, ze krzywa jest geodezyjna zalezy od jej parametryzacji czy nie?

6. Dla jakiej klasy powierzchni problem znalezienia odleglosci miedzy punktami mozna sprowadzi¢ do znalezienia taczacej
te punkty geodezyjnej (lub wigkszej ilosci geodezyjnych) i policzenia jej dlugosci (poréwnania ich dtugosci).



