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1. Problem i jego motywacja

Jednym z najwiekszych osiagnie¢ teorii liczb wienczacym minione stulecie byl dowdd
Wielkiego Twierdzenia Fermata podany przez Wilesa [Will.  Przypomnijmy jego
wypowiedz.

Twierdzenie 1 Niech n bedzie liczba naturalng wiekszq badz réowna 3 © niech x,y, z beda
liczbamai catkowitymi takimi, Ze

n

"yt ="
Wtedy zyz = 0.

Powyzsze réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan dla wyktadnika n = 2. Sa to tak
zwane tréjki pitagorejskie.

Z algebraicznego punktu widzenia réznica miedzy réwnaniem Pitagorasa (n = 2) i
réwnaniami Fermata (n > 3) polega na tym, ze opisana przez nie krzywa

Co={(x:y:2)€eP?® : 2" +y" — 2" =0}

jest wymierna dla n = 2 i ma wyzszy genus dla n > 3. Twierdzenie Faltingsa [Fal] zas-
tosowane w tej sytuacji implikuje, ze na krzywej C,, dla n > 4 jest co najwyzej skonczona
ilos¢ punktow o obu wspétrzednych catkowitych. Nie bedziemy jednak $ledzi¢ tego as-
pektu tutaj. Nasza uwage skupimy na istnieniu (a raczej wyznaczeniu dokladnej ilodci)
rozwiazan réwnania Fermata w skonczonej charakterystyce. Oszacowania ilosci punktéw
dostarcza nastepujaca nierownos¢ Hasse-Weila:

#(Cn) <q+1+2g/q, (1)

gdzie q oznacza ilos¢ elementow ciala, a g genus krzywej.

Jak wiadomo z kursu algebry charakterystyka kazdego ciala jest albo réwna zero, albo
jest liczba pierwsza. Ciala o charakterystyce zero maja sita rzeczy nieskonczenie wiele
elementow. Wsréd cial o skonczonej charakterystyce sa takie, ktore maja skonczona ilosé



elementéw. Najprostszym przyktadem takiego ciata jest I,, ktore mozna interpretowac
jako zbiér liczb {0,1,2,...,p—1} z dzialaniami mnozenia i dodawania indukowanymi z Z
modulo p. Jesli Fy, dla pewnego ¢ = p", jest cialem skoriczonym, to mozna je utozsamiac
z clalem powstalym z pierscienia wielomianéw F,[X| przez wydzielenie pewnego idealu
maksymalnego generowanego przez nierozkladalny wielomian stopnia r postaci

FX) = X"+ a X 4o+,
gdzie ay, ..., a, € F,. Ta interpretacja daje mozliwos¢ prowadzenia konkretnych obliczen.

Rozszerzenie I, : [F), jest skoniczone, a zatem algebraiczne. Ponadto I, jest cialem rozktadu
wielomianu X?—X. Wynika stad, ze kazde rozszerzenie postaci Fx : [, jest rozszerzeniem
Galois. Grupa Galois tego rozszerzenia Gal(Fr/F;) jest cykliczna, generowana przez
endomorfizm Frobeniusa

©=@u Fprd>a—a? €Fy.

Uwaga 2 Tuwierdzenie Fermata nie moze byé prawdziwe w skonczonej charakterystyce.
Wynika to z tozsamosci

(z+y)" = 2"+,
ktora jest prawdziwa w kazdym ciele o charakterystyce réwnej p. (Wielu studentéow wwaza,
ze tozsamosc ta zachodzi takze w charakterystyce zero. Zbadanie Zrodet tego przekonania
pozostawiamy jednak dydaktykom.)

Przykiad 3 W dowolnym ciele F5x zachodzi réwnosé

1?4+ 1% =2°,

W skonczonej charakterystyce zatem wtasciwe jest pytanie nie tyle o istnienie rozwiazan
rownania Fermata, ile o wyznaczenie ich doktadnej liczby. Jest to réwniez pytanie fas-
cynujace, szczegblnie, gdy liczbe ta chce sie wyznaczy¢ efektywnie w rozsadnym czasie.

Problem. Wyznaczyé efektywnie ilosé rozwiazan rownania

n

w (skoriczonym) ciele F,.

Problemu tego nie rozwiazemy tu w catosci. Zaprezentujemy jednak dwa przypadki, ktére
zawieraja w sobie ciekawe aspekty teoretyczne.

Zaczniemy od przypomnienia definicji dwéch waznych homomorfizméw zwiazanych z

rozszerzeniami cial.

Definicja 4 Addytywny homomorfizm

k—1

Tr:Tr]Fqk/Fq:]FqkBa—>a+oﬂ+---+oﬂ e[,

nazywamy $ladem.



Obraz dladu lezy w Fy, gdyz jest niezmienniczy ze wzgledu na dzialanie grupy Galois
rozszerzenia.

Definicja 5 Multiplikatywny homomorfizm
Norm = Norquk/Fq Frpoa—a-af----- al €T,

nazywamsy norma.

Norma jest dobrze zdefiniowana z tych samych wzgledéw, co slad.

2. Krzywa hermitowska

W pierwszym przyktadzie rozwazymy Problem dla n = ¢+ 1 nad ciatlem .. To wyglada
na bardzo szczegélny przypadek. I tak jest rzeczywiscie. Pozwala on jednak na zilus-
trowanie niezwykle uzytecznego sposobu podejscia w sytuacji, ktéra nie jest obarczona
nadmiernymi komplikacjami technicznymi.

Wygodnie jest zacza¢ nasze rozwazania od liniowej zmiany zmiennych.

r = x+y
y = x4z
2 = x4+y+=z

Réwnanie Fermata przyjmuje w nowych zmiennych (primy pomijamy) postaé:
yzq + qu — xq+1'

Krzywa zadana tym réwnaniem jest nazywana hermitowska [RuSt]. Jest ona najlepiej
znanym przyktadem krzywej, ktéra jest maksymalna tzn. ma najwieksza mozliwa z
punktu widzenia oszacowania (1) ilos¢ punktéow, o czym przekonamy si¢ za moment.

Dla z = 0 mamy ewidentnie dokladnie jeden punkt (w nieskonczonosci), ktéry je spemia:
(0 : 1 :0). Mozemy zatem ograniczy¢ si¢ do czesci afinicznej. Podstawiajac z = 1
dostajemy rownanie

y+y!l=x- 2%

Zauwazmy, ze lewa strona to Trg , /r, (y), zas prawa strona to Normg , /5, (7). Niech w € Iy
bedzie ré6znym od zera elementem. Wtedy istnieje doktadnie % = q elementéw y takich, ze

Tr(y) = w oraz ‘f_—_ll = ¢+ 1 takich elementéw x, ze Norm(z) = w. To daje (¢—1)-q-(q+1)
rozwiazan. Dodatkowe g rozwiazan otrzymujemy dla x = w = 0. Razem jest ich zatem
¢*, a po uwzglednieniu punktu w nieskoriczonogci mamy ¢* + 1 punktéw na krzywej Cy 1
nad cialem F2. Zauwazmy, ze w tej sytuacji genus jest réwny g(Cyi1) = @

réwnos$¢ w nieréwnosci (1) (¢ nalezy zastapi¢ przez ¢?).
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3. Charakterystyka 2

W tym przyktadzie podamy wzor na ilo$¢ punktéw #X (Fyx) na krzywej eliptycznej
X=0C: 2°+y°=2"
nad dowolnym skonczonym ciatlem Fyx charakterystyki 2.

Twierdzenie 6 Niech X bedzie krzywaq eliptyczna dang réwnaniem x® + 3> = 23,

Wowczas ilosé punktow tej krzywej nad ciatem For wyraza sie wzorem

2k 41 jesli k jest nieparzyste
#X (Far) = { 2F 41 —2(=2)%2  jesli k jest parzyste

Twierdzenie dotyczy nieskoniczonego ciagu liczb naturalnych. W teorii liczb wlasnosci
ciagdéw czesto bada sie za pomoca funkcji tworzacych. To podejécie stanowi motywacje
nastepujacej, ogdlnej definicji.

Definicja 7 Niech X bedzie rzutowym podzbiorem algebraicznym okreslonym nad ciatem
Fq i niech aj, := #X(Fyr). Funkcje

o0

Zx(t) :=exp (Z ar - %)

nazywamy funkcja zeta zbioru X (nad F,).

Whprost z definicji wynika tylko, ze Zx(t) jest szeregiem formalnym o wspétezynnikach
wymiernych. W istocie jest to funkcja wymierna nad Q. To stwierdzenie stanowi tres¢
hipotezy Weila sformulowanej okoto roku 1949 [Wei| i udowodnionej w 1959 przez Dworka
[Dwo].

Nasza wiedza o postaci funkcji zeta jest, przynajmniej w odniesieniu do zbioréow gtadkich,
znacznie dokladniejsza. Wyraza to nastepujace twierdzenie wykazane przez Deligne [Del]
i Grothendiecka [Gro].

Twierdzenie 8 Niech X bedzie gtadkim zbiorem algebraicznym wymiaru d. Wowczas

B Pi(t) - Py 1 ()
Zx(t) = po(t).....Pzd(t) '

gdzie P; sq wielomianami o wspotczynnikach catkowitych, ze wspotczynnikiem wiodgcym
rownym 1. Ich stopien jest okreslony przez topologie rozmaitosci X, a doktadniej
odpowiada 1-tej liczbie Bettiego X traktowanego jako rozmaitosé zespolona, deg P, =
dimg H'(X(C),R).



Ponadto wiadomo, ze wielomiany P; sa postaci

deg Pi

Pty = T (1 — o).

J=1

dla pewnych liczb zespolonych a;;, ktérych modut jest réwny |v;j| = ¢*/? (ten fakt znany
jest jako hipoteza Riemann dla rozmaitosci nad ciatami skonczonymi i zostal wykazany
dla krzywych w 1948 roku przez Weila [Wei|, a ogélnie w 1974 roku przez Deligne’go
[Del]).

Zastosujemy teraz powyzsze fakty do krzywej C3. Krzywa ta jest gltadka i eliptyczna.
Dostajemy stad natychmiast, ze

Pt)=1—1t P(t)=1-2t P(t)=(1—at)1—at)

dla pewnej liczby zespolonej a takiej, ze |a| = /2.

Powyzsza posta¢ wielomianéw P; jest prawdziwa dla dowolnej krzywej eliptycznej
okreslonej nad cialem Fy. Wyliczenie o wymaga konkretnego réwnania. Nie jest to
dziwne, gdyz ilos¢ punktéw na krzywych eliptycznych nad ciatami skonczonymi nie jest
stata. 7 rozwazan we wczeSniejszym przypadku wiemy, ze nad Fy2 na krzywej Cs jest 9
punktow. Ta informacja wystarcza by wyliczy¢ a. Wprost z poréwnania postaci funkcji
zeta z definicji 7 i twierdzenia 8 wynika bowiem, ze

#C3(Fye) = 1" 4 2F — & — &~ (2)

Zatem w szczegolnosci
#O3(Fy) =9=1+4— (o> +a%)

z czego wnioskujemy o = v/2i. W polaczeniu z (2) konczy to dowdd twierdzenia 6.
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