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15 Powierzchnie minimalne

W ostatnim wyktadzie rozwazymy powierzchnie minimalizujace powierzchnie.

Definicja 15.1 (Pole krzywizny) Niech S C R® bedzie powierzchniq reqularng
(niekoniecznie orientowalnag) i niech N bedzie polem wektoréw normalnych (nieko-
niecznie reqularnym). Polem krzywizny nazywamy pole wektorowe

gdzie H(p) oznacza jak zwykle krzywizne $redniq (patrz definicja 12.3).
Ponizsze twierdzenie opisuje zmiane pola powierzchni pod wplywem deformacji.

Twierdzenie 15.2 (Zmiana pola powierzchni przy deformacji) Niech

S C R? bedzie powierzchniq reqularng ze skoriczonym polem. Niech ® : S — R3
bedzie regularnym polem wektoréw normalnych z nosnikiem zwartym (tzn. poza
pewnym zwartym podzbiorem S, pole ® jest réwne zero).

Dla dostatecznie matych wielkosci t, zbior

Sy ={p+1t®(p): pe S}

jest powierzchniq regularng o skonczonym polu, oraz zachodzi réwnosé
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Dowdd. Na wykltadzie g

Whiosek 15.3 (Powierzchnie minimalizujace pole) Niech S C R3 bedzie
powierzchniq regularng ze zwartym domknieciem S. Jesli S ma minimalng
powierzchnie wsrod wszystkich powierzchni S o tym samym brzegu, tzn.

85 =5\5=5\5=05s,
to pole krzywizny S jest zerowe, tzn.
H(p) = (0,0,0)"
dla wszystkich p € S.
Dowdd. Na wykltadzie O

Wiasnosé opisana we wniosku prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 15.4 (Powierzchnia minimalna) Mdéwimy, ze powierzchnia S C R3
jest minimalna, jesli
H(p) = (0,0,0)"

dla wszystkich p € S.
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Sformutowanie wniosku nasuwa nastepujacy problem: majac dana zamknieta krzywa
przestrzenng ¢, wyznaczy¢ powierzchnie regularna S taka, ze ¢ = 95 i S ma mini-
malne pole, wéréd wszystkich powierzchni tego typu. Problem ten jest znany jako
problem Plateau (od nazwiska belgijskiego fizyka). Krzywizna Gaussa powierzchni
minimalnych podlega pewnym ograniczeniom.

Twierdzenie 15.5 (Krzywizna Gaussa powierzchni minimalnych) Dia
kazdej powierzchni regularnej mamy

K(p) < H(p)*.
W szczegolnosci, krzywizna Gaussa powierzchni minimalnej spetnia warunek
K(p) <0,
dla wszystkich punktow p tej powierzchni.
Dowdd. Na wyktadzie O
Whniosek 15.6 Powierzchnie minimalne nie sq zwarte.

Istnieje jeszcze wiele ciekawych rodzajéw powierzchni, np. powierzchnie obrotowe.
Istnieje wiele ciekawych wiasnosci powierzchni abstrakcyjnych tzn. nie zwiazanych
z zadnym konkretnym zanurzeniem w przestrzen wektorowa R”. Na tym wyktadzie
nie zdazylem o nich opowiedzie¢. Moze uda sie to kiedy indziej.



