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1 Krzywe w przestrzeni R”.

Na tym wykladzie poznamy podstawowe pojecia dotyczace krzywych zanurzonych
w przestrzeni euklidesowej R™.

Przez przedziat I C R bedziemy na tym wykladzie rozumie¢ dowolny ograniczony
lub nieograniczony przedzial domkniety, otwarty lub pdélotwarty.

Definicja 1.1 (Krzywa parametryczna) Krzywa parametryczna nazywamy od-
wzorowanie ¢ : I — R™ klasy C*® z przedziatu I C R do R™. Krzywa parametryczng
nazywamy regularna, jesli wektor predkosci (pochodna ¢(t) = () (t),...,c,(t))) od-
wzorowania ¢ nie znika w Zadnym punkcie przedziatu I, tzn. ¢(t) # 0 dla wszystkich

tel.

Przyklad 1.2 (Prosta) Prosta w R™ przechodzqca przez punkt co € R™ i majaca
kierunek v € R™\ {0} moze by¢ zapisana jako regularna krzywa parametryczna

c:Rot—cy+t-veR™

Przyklad 1.3 (Okrag) Okrag na plaszczyinie o Srodku w punkcie (0,0)T i pro-
mieniu r jest rowniez reqularng krzywaq parametryczng

c:R>t— (r-cost,r-sint)| € R

Uwaga 1.4 (Konwencja dla wektoréw) W powyzszym przyktadzie pojawia sie
transpozycja (, )T wektora. Przyjmujemy konwencje, ze wektory w przestrzeni R™
sa kolumnami. Moze sie to wydawaé pedanteria, ale w praktyce ulatwia i ujedno-
znacznia zapis.

Przyklad 1.5 (Traktrysa) Nastepujaca krzywa ma ciekawq interpretacje fizycznag
c:(0,m) >t — (sint,cost +Intg(t/2))" € R
Jest to krzywa parametryczna, ale nie reqularna.

W powyzszych przykladach utozsamialiémy krzywa parametryczna z jej obrazem w
przestrzeni R, a wiec z pewnym podzbiorem R™. Nie jest to do konca poprawne,
gdyz ten sam zbiér mozna sparametryzowaé na wiele réoznych sposobdéw.

Definicja 1.6 (Zmiana zmiennych dla krzywej) Niech ¢ : I — R"™ bedzie
krzywa parametryczng. Zmiana zmiennych krzywej ¢ nazywamy bijektywne odwzo-
rowanie p : J — I, gdzie J C R jest przedziatem, a odwzorowanie ¢ i odwzorowanie
odwrotne ¢~' sq klasy C*®. ZloZenie ¢ = c o ¢ nazywamy reparametryzacja krzywej
c.

Pochodna bijekcji ¢ klasy C*° miedzy dwoma przedziatami w R nie znika w zadnym
punkcie, jest zatem albo stale dodatnia, albo stale ujemna.

Definicja 1.7 (Orientacja a zmiana zmiennych) Mdéwimy, Ze zmiana zmien-
nych ¢ : J — I zachowuje orientacje, jesli ¢(t) > 0 dla wszystkich t € J.

Mowimy, zZe zmiana zmiennych ¢ : J — I zmienia orientacje, jesli ¢(t) < 0 dla
wszystkich t € J.



Uwaga 1.8 (Regularno$é reparametryzacji) Jesli krzywa parametryczna c jest
regularna, to takze kazda jej reparametryzacja jest regularna.

Zmiana zmiennych wprowadza relacje rownowaznosci w zbiorze wszystkich krzywych
parametrycznych.

Definicja 1.9 (Réwnowazno$é krzywych) Duwie krzywe parametryczne
cp : I1 — R" 1 ¢y : Is — R" nazywamy réwnowaznymi, jesli istnieje odwzo-
rowanie dyfeomorfizm @ : Io — 11 klasy C*°, taki, Ze @ jest zmiana zmiennych na
krzywej ¢1 oraz ca = ¢1 0 .

Teraz juz mozemy zdefiniowaé krzywg jako klase réwnowaznosci krzywych para-
metrycznych wzgledem powyzszej relacji rownowaznosci. Nawiazujac do analizy,
widzimy, ze krzywa to nic innego jak jednowymiarowa rozmaitosé rzeczywista klasy
C® pokryta jedna mapa. Czasem kierunek, w ktérym dana krzywa jest parametry-
zowana jest istotny.

Definicja 1.10 (Krzywa zorientowana) Krzywa zorientowana nazywamy klase
rownowaznosci krzywych parametrycznych wzgledem relacyi jak w definicji 1.9 ogra-
niczonej do zmian zmiennych zachowujacych orientacje.

Oczywiscie, kazda krzywa moze by¢ zorientowana na doktadnie dwa sposoby.
Czesto wygodnie jest postugiwac sie pewna specjalna parametryzacja, ktora de-
finiujemy ponizej.

Definicja 1.11 (Parametryzacja naturalna) Mdéwimy, ze krzywa ¢ : I — R"
jest parametryzowana naturalnie (lub parameryzowana wg. dlugosci tukowej), jesli
l|e(t)]| = 1 dla wszystkich t € I.

W interpretacji fizycznej parametryzacja naturalna odpowiada ruchowi punktu ma-
terialnego ze stala predkoscia. I w ten sposéb doszliSmy do pierwszego twierdzenia
W naszej teorii.

Twierdzenie 1.12 (Istnienie parametryzacji naturalnej) Kaida  regularng
krzywaq parametryczng mozna sparametryzowaé naturalnie. Ponadto mozna tego
dokonac za pomoca zmiany zmiennych zachowujacej orientacje.

Dowdd. Na wykladzie. O

Naturalne jest w tym kontekscie pytanie na ile jednoznaczna (przy ustalonej orien-
tacji) jest parametryzacja naturalna. Okazuje sie, ze parametryzacja naturalna jest
jednoznaczna z doktadnoscia do wyboru dziedziny parametryzacji.

Lemat 1.13 (Jednoznaczno$é parametryzacji naturalnej) Niech ¢; : I, —
R™ dla i = 1,2 beda rownowainymi parametryzacjami naturalnymi o zgodnej
orientacji. Wowczas istnieje liczba rzeczywista ty taka, ze dla zmiany zmiennych

p:15t—t+tyg€ s
mamy ¢1 = ¢z 0 .

Dowdd. Na wykladzie. O



Wyréznimy jeszcze dwie klasy krzywych.

Definicja 1.14 (Krzywe okresowe i zamkniete) Mdéwimy, Ze krzywa parame-
tryczna ¢ : R — R™ jest okresowa z okresem P € R, jesli dla wszystkich t € R
zachodzi rownosc

c(t+ P) = c(t), (1)
liczba P jest dodatnia i réwno$cé (1) nie zachodzi dla zadnej liczby P' < P mniejszej
niz P.
Krzywa nazywamy zamknieta, jesli posiada regularng parametryzacje okresowgq.
Krzywa zamknieta nazywamy krzywa zamknieta prosta, jesl posiada regularna pa-
rametryzacje okresowq z okresem P taka, Ze restrykcja cljg py jest odzorowaniem
mjektywnym.

Waznym pojeciem zwigzanym z krzywymi jest ich dlugosé.
Definicja 1.15 (Dlugosé krzywej) Niech ¢ : [a,b] — R"™ bedzie krzywa parame-

tryczng. Dhugoscia krzywej ¢ nazywamy liczbe

b
Ll = / 16(t)] | dt.

Pojecie to ma sens oczywiscie tylko wtedy, gdy nie zalezy od wybranej parametry-
zacjl.

Lemat 1.16 (Niezalezno$é dlugosci od parametryzacji) Diugosé krzywej nie
zalezy od parametryzacyi.

Dowdd. Na wykladzie. O

Niech ¢ : [a, b] — R™ bedzie krzywa z parametryzacja naturalna. Wéwczas z definicji
1.15 natychmiast wynika,ze dla dowolnego s € [a, b] mamy

Llc|ja,q] = / ldt =s—a.

Czyli dlugo$é¢ krzywej z parametryzacja normalna odpowiada dtugosci odcinka, na
ktérym ta parametryzacja jest zdefiniowana.

Przyktad 1.17 (Dlugo$é okregu) Okrag jednostkowy sparametryzowany jest na-
uralnie (por. przyklad 1.3) przez odwzorowanie

c:[0,27] 3t — (cost,sint) ' € R2

Jego obwod wynosi zatem 2.

2 Krzywe plaskie.

Definicja 2.1 (Krzywa plaska) Krzywaq parametryczng ¢ : I — R? nazywamy
krzywa plaska (zawarta w plaszczyznie).



Szczegdlna cecha krzywych ptaskich jest mozliwo$¢ wyznaczenia pola wektoréow nor-
malnych.

Definicja 2.2 (Wektor normalny do krzywej ptaskiej) Niech ¢ : I — R?
bedzie krzywa parametryzowana naturalnie. Wowczas wektor

0 —1 .
n(t) = ne(t) := < 1 0 ) - ¢(t)
nazywamy wektorem normalnym w punkcie c(t).

Uwaga 2.3 (Baza ortonormalna) Jesli krzywa c : I — R? jest parametryzowana
naturalnie, to wektory ¢(t) i n.(t) tworza dodatnio zorientowana baze ortonormalna
przestrzeni R? (tzn. oba maja dhugoéé 1, sa prostopadle do siebie i wyznacznik
macierzy (¢(t),n.(t)) jest réwny 1).

Uwaga 2.4 (Konwencja dla wiazki stycznej do R?) Baza z powyzszego le-
matu zalezy od parametru ¢, tzn. zmienia sie wraz ze zmiana punktu na krzywej
c. Wlasciwiej jest traktowac ja jako baze przestrzeni stycznej do R? w punkcie
¢(t). Dla uproszczenia jednak utozsamia sie przestrzen styczna T(%y)]R2 w kazdym
punkcie (x,y) z wyjéciowa przestrzenia R

Dla krzywej parametryzowanej naturalnie mamy
< 6(t),e(t) >=1.
Rézniczkujac ta tozsamos¢ stronami po ¢ dostajemy
< E(t),¢é(t) >=0

dla kazdego t € I. Tutaj &(t) oznacza wektor drugich pochodnych (c(t),cs())".
Zwiazek ten oznacza w szczegélnosci, ze wektory my(c) i ¢é(t) sa proporcjonalne.

Pozwala to na zdefiniowanie funkcji opisujacej ta proporcje w zaleznosci od zmiennej
t.

Definicja 2.5 (Krzywizna plaska) Krzywizna krzywej ¢ : I — R? z parametry-
zacjq naturalng nazywamy funkcje k1 I — R zadang warunkiem

é(t) = K(t) - ne(t).

Funkcja ta mierzy zakrzywienie krzywej (tzn. odchylenie od prostej). Im wigksza
wartos¢ bezwzgledna krzywizny, tym wieksze zakrecenie krzywej.

Przyklad 2.6 (Krzywizna okregu) Niech ¢ bedzie okregiem o promieniu 7.
Wowczas krzywizna jest stata © wynost

S

K

Pochodna parametryzacji ¢ moze by¢ interpretowana fizycznie jako predkosé po-
ruszania sie punktu materialnego po krzywej c¢. Oznaczajac v(t) = ¢(t) mamy
nastepujacy zwiazek.



Twierdzenie 2.7 (Réwnania Freneta) Niech c : I — R? bedzie krzywaq plaska z
parametryzacjq naturalng. Wowczas

Dowdd. Na wykladzie O

Gdy punkt porusza sie po okregu mozna moéwié¢ o ilosci pelnych obiegéw w danym
przedziale czasu (parametru t). Sprébujemy ta intuicje przenie$¢ na dowolne krzywe
plaskie.

Lemat 2.8 (Funkcja obrotu ) Dia dowolnej krzywej plaskiej c : [a,b] — R? 2
parametryzacja naturalng istnieje funkcja ¥ : [a,b] — R klasy C* taka, Ze

o [ cos(¥(t))
et) = ( sin(9(t) ) (2)
Funkcja ¥ nie jest wyznaczona jednoznacznie, ale z dokladno$ciq do krotnosci 2m,

tzn. jesli ¥y i 9 spetniaja rownanie (2), to 1 = Yo+2kn dla pewnej liczby catkowitej
k € Z. W szczegolnosci réznica 9(b) — ¥(a) zalezy tylko od krzywej c.

Liczba 9(t) mierzy odchylenie wektora predkosci ¢(t) od poziomu, tzn. od osi OX.
Ten kat jest ustalony naturalnie tylko z doktadnoscia do krotnosci 2w. Mozna by
ustali¢, ze bierzemy katy tylko z przedziatu [0,27), ale wtedy funkcja ¥ miataby
skoki w miejscach, gdzie krzywa ¢ dokonalaby pelnego obiegu. Istota lematu polega
na tym, ze funkcja ¥ jest tak samo regularna jak wyjsciowa parametryzacja c(t).

Dowdd. Na wykltadzie O

Powyzsza parametryzacja pozwala na zdefiniowanie liczby obrotéw krzywych okre-
sowych.

Definicja 2.9 (Liczba obrotéw) Niech ¢ : R — R? bedzie krzywa okresowq
o okresie P z parametryzacja naturalng i niech 9 bedzie funkcja z Lematu 2.8.
Wowczas

jest liczba catkowitq, zwang liczba obrotéw krzywej c.

Przyklad 2.10 (Liczba obrotéw okregu) Okrag o $rodku w poczatku uktadu
wspotrzednych © o promieniu r ma parametryzacje naturalng

o= (15

i okres P = 2m-r. Jako funkcje ¥ mozemy zatem (rachunek!) wziaé 9(t) =t/r+m/2.
Wtedy liczba obrotéow jest rowna

co jest zgodne z naszq intuicjq.



Liczba obrotéw jest niezmiennikiem krzywej niezaleznym od zmiany parametryzacji,
z doktadnoscia do znaku.

Lemat 2.11 (Liczba obrotéw a zmiana parametryzacji) Niech c¢i1,co0 : R —
R? bedq dwoma krzywymi plaskimi z parametryzacjq naturalng i okresem P. Jesli
cy jest reparamelryzacjq c1 za pomocq zmiany zmiennych zachowujqcej orientacje
(patrz: definicja 1.7), to

Ney = Ney-

Jesli reparametryzacja zmienia orientacje, to
Nep = —MNey-
Dowdd. Na wykltadzie g

7 lematu wynika, ze liczba obrotow n. jest dobrze zdefiniowana dla zorientowanej
krzywej plaskiej zamknietej. Istnieje nastepujacy zwiazek liczby obrotéw z krzy-
wizna.

Twierdzenie 2.12 (Liczba obrotéw a krzywizna) Niech ¢ : R — R? bedzie

krzywaq plaska okresowq o okresie Pz parametryzacjq naturalng i z krzywizng K :

R — R. Wowczas
1 [P
k(t) dt.

Ne = —
¢ 271'0

Dowdd. Na wykltadzie O

Twierdzenie 2.13 (Hopfa, Umlaufsatz) Krzywa zamknieta prosta ma liczbe ob-
rotow rowna 1 lub —1 w zaleznosci od orientacyi.

Dowdd tego twierdzenia wymaga pewnych faktéw pomocniczych.

Definicja 2.14 (Zbidér gwiazdzisty) Podzbidr X C R"™ nazywamy gwiazdzistym
wzgledem punktu zg € X, jesli dla dowolnego punktu x € X odcinek Txg C X jest
w catosci zawarty w zbiorze X.

Analitycznie powyzszy warunek oznacza, ze
te+ (1 —t)zg € X dla wszystkich ¢ € [0,1].
W nastepnym lemacie S' oznacza okrag jednostkowy w R2.

Lemat 2.15 (O podniesieniu) Niech X C R" bedzie obszarem gwiaZdzistym
wzgledem punktu o € X. Niech e : X — S' C R? bedzie odwzorowaniem cigglym
(retrakcja). Wowczas istnieje ciqgle odwzorowanie 9 : X — R, takie, Ze

_( cos(9(a))
elx) = ( sin(d(z))
dla wszystkich punktow x € X. Ponadto odwzorowanie ¥ jest jednoznacznie
okreslone przez wartosé 99 = 9(xg) w punkcie xg.
Dowod. Na wykltadzie O

Dowdd. twierdzenia 2.13 na wyktadzie. U



3 Krzywe plaskie wypukle

Definicja 3.1 (Krzywa wypukla) Krzywa plaska nazywamy wypukla, jesli
styczna do krzywej w dowolnym jej punkcie rozdziela plaszczyne mna  dwie
potptaszczyzny domkniete takie, zZe krzywa leZzy w calosci w jednej z tych
potptaszczyzn.

Uwaga 3.2 (Wypuklo$é a krzywe wypukle) Krzywa wypukla nie jest zbio-
rem wypuklym w rozumieniu geometrii analitycznej. Jest jednak czescia brzegu
pewnego obszaru wypuklego w R2.

Warunek z definicji 3.1 mozna zapisaé¢ tez analitycznie. Niech ¢ : I — R? bedzie
parametryzacja naturalna, a n : I — R? niech bedzie polem wektoréw normalnych
wzdluz c. Wowcezas dla dowolnych ¢,ty € I zachodzi jedna z nieréwnosci:

(c(t) — c(to),n(to)) = 0 lub (c(t) — c(to), n(to)) < 0. (3)

Uwaga 3.3 (Charakteryzacja odcinkéw) Jesli dla pewnej krzywej ¢ zachodza
jednoczesnie oba warunki w (3), to obraz c¢ jest zawarty w pewnej prostej.

Wypukloéé prostej jest Scidle zwiazana z krzywizna.

Twierdzenie 3.4 (Wypukloéé a krzywizna) Niech ¢ : R — R? bedzie krzywa
zamknietq prostq z parametryzacja naturalng i niech k : R — R bedzie jej krzywiznag.
Krzywa ¢ jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego t € R zachodzi warunek

k(t) =20 lub k(t) <O0.
Dowdd. Na wyktadzie O

Uwaga 3.5 W powyzszym twierdzeniu zalozenie, ze krzywa zamknieta jest prosta
jest istotne (tzn. nie mozna go pominac).

Whniosek 3.6 Z dowodu twierdzenia 3.4 wynika, zZe dla krzywej wypuktej (nieko-
niecznie zamknietej) z parametryzacjq naturalng zachodzi

k(t) =0 lub k(t) <O0.

Pewne punkty na krzywych wypuktych zastuguja na szczegdlna uwage.

Definicja 3.7 (Wierzchotek krzywej) Niech ¢ : I — R? bedzie krzywa z para-
metryzacjq naturalng. Mowimy, zZe krzywa ¢ ma w punkcie ty wierzcholek, jesli
pochodna jej krzywizny w tym punkcie znika, tzn. k(tg) = 0.

Moze sie zdarzy¢, ze wierzchotkéw jest duzo.

Przyklad 3.8 (Wierzcholki okregu) Kaidy punkt okregu jest jego wierz-
chotkiem.

Nie moze sie jednak zdarzy¢ dla krzywych wypuktych, ze jest ich bardzo malo.

Twierdzenie 3.9 (O czterech wierzcholtkach) Niech c: R — R? bedzie wypukla
krzywaq zamknietq z parametryzacjq naturalng o okresie P. Wowczas krzywa ¢ ma
co najmniej cztery wierzcholki w przedziale [0, P).



Dowdéd tego twierdzenia wymaga dwoch pomocniczych faktow.

Lemat 3.10 (Przeciecie krzywej wypuktlej z prosta) Jesli krzywa zamknieta
prosta przecina pewna prostq w wiecej niz dwoch punktach, to czesé wspdolna prostej
1 krzywej zawiera odcinek. W szczegdlnoSci krzywa © prosta maja nieskonczenie
wiele punktow wspolnych.

Dowdd. Na wykltadzie O

Kolejny lemat jest infinitezymalna wersja poprzedniego.

Lemat 3.11 (Wielostyczne krzywej wypuklej) Jesli pewna prosta jest styczna
do danej krzywej zamknietej prostej w wiecej niz jednym punkcie, to cze$¢ wspolna
prostej 1 krzywej zawiera odcinek.

Dowdd. Na wykltadzie O

Dowod. twierdzenia 3.9 na wykladzie ]

4 Nierownos$¢ izoperymetryczna
Ukoronowaniem teorii krzywych ptaskich jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 (Nieré6wnosé izoperymetryczna) Niech @ C R? bedzie ob-
szarem ograniczonym krzywa zamknieta prosta c. Niech A[Q)] oznacza powierzchnie
obszaru Q (wg. standardowej miary Lebesgue’a w R?). Wowczas

4w A[Q] < (L[c])?.
Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy € jest kotem.

Dowdéd tego twierdzenia wymaga przypomnienia pewnych faktéw z rachunku
rézniczkowego funkcji rzeczywistych dwéch zmiennych.

Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej
zmiennej méwi, ze dla funkcji rézniczkowalnej f na przedziale [a,b] zachodzi
réwnoscé

b
t/fmwmzﬂw—ﬂw. (4)

Wyrazenie po prawej stronie mozemy interpretowaé jako catke funkcji f po (zo-
rientowanym) brzegu przedziatu [a, b], przy czym orientacja zadana jest wektorem
normalnym pokazujacym na zewnatrz przedzialu. W tej sytuacji wektor w punkcie
b jest zgodny z orientacja osi liczbowej i dlatego f(b) wystepuje ze znakiem plus, zas
wektor w punkcie a ma orientacje przeciwna - stad znak minus. Wzér (4) mozemy
zapisa¢ jako

[ r@de= [ 1@, (5)

[a,b] Ola,b]

gdzie do jest miara O—wymiarowa, czyli miara liczaca (miara punktu réwna sie 1).
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Chcemy uogdlnié¢ wzoér (5) do sytuacji dwuwymiarowej. W tym celu zastepujemy
odcinek przez prostokat Q = [a1, b1] x [az, ba] C R?, a funkcje f przez pole wektorowe
A :R? — R2. I rozwazamy najpierw

0A,
/ 87 dS
Q

gdzie ds jest miara powierzchniowa w R%. Mamy

8A b2 b1 b2
—2 ds—/ (z,y) da:dy—/ Az(br,y) — Az(ar,y) dy =
ayl

a2

/<( T )(Z D) Caorn ) (i )

ga! 73

by +

Y3 0 71

Y4

a§1 b#l T

Brzegi prostokata zostaly sparameryzowane jako
Y1 : [ag,ba] 3t — (b1, t) €R? oraz 73 : [—by, —as] 3t — (a1, —t) € R

Analogicznie
0A; 4 / Aq(b1,y) dx / As(ay,y) dx
— ds=— , — ) .
8y 0 dy 0 dy
Q Y2 V4

Dodajac stronami oba wzory otrzymujemy
[ (%2 o () (s
oz oy Az(z,y) )7\ dy .
Q o0
Réwnowaznie, w klasycznym zapisie mamy

Twierdzenie 4.2 (Gaussa-Greena) Niech ) bedzie obszarem ograniczonym prze-
dziatami rézniczkowalng krzywa c, ktérej obraz oznaczamy przez 982 i niech A : Q —
R? bedzie roiniczkowalnym polem wektorowym. Zachodzi réwnosé

0As 04

Q/ <ax B 8y> ds :322{ Ai(z,y)dz + Az(z, y)dy. (6)
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Przy okazji prostokat 2 zostal zastapiony przez do$¢ dowolny obszar (ograniczony
krzywa zamknieta prosta). Dowdd, ze jest to mozliwe przez wypemianie Q pro-
stokatami nalezy raczej do analizy i nie bedziemy go tu powtarzac.

Stosujac twierdzenie Gaussa-Greena do pola wektorowego B = < - AA2 ) na €
1
0A;  0As —As dz
— 4+ —dxdy = =
8m+8y vy %<( Ay >’<dy)>
Q oN
P P
—A c(t i A )
OO )-Cn ) temar== [ () o) - teeen
0 0

Oznacza to tyle, ze przeptyw pola wektorowego A = (A, As)" przez brzeg obszaru
Q na zewnatrz (wybdr orientacji brzegu!) jest réwny calce powierzchniowej z dywer-
gencji tego pola.

To wszystko byto przygotowaniem do nastepujacego lematu, kluczowego w do-
wodzie nieréwnosci izoperymetrycznej.

dostajemy

Lemat 4.3 (Pole obszaru ograniczonego krzywa) Niech Q2 C R? bedzie obsza-
rem ograniczonym krzywaq zamknietq prostq c. Niech ¢ = (cq, CQ)T bedzie parametry-
zacjq z okresem P takq, Ze liczba obrotow n. = 1. Wtedy

—_

P P P
A = - [a@e = [ababd=; [ (@b - aoao) d.
0 0 0

Dowdd. Na wyktadzie O

Dowdd. twierdzenia 4.1 na wykladzie. O

5 Krzywe przestrzenne

Definicja 5.1 (Krzywa przestrzenna) Krzywa przestrzenna nazywamy krzywaq
c: 1 —R3.

Zasadnicza réznica miedzy krzywymi przestrzennymi a krzywymi ptaskimi polega
na tym, ze nie ma jednoznacznie okreslonego wektora prostopadltego do wektora
predkosci ¢(t). Wszystkie wektory prostopadte do ¢(t) tworza plaszczyzne, a wektory
jednostkowe tworza okrag w tej plaszczyznie. Jednak wérdd tych wielu wektorow
prostopadiych mozna wyrézni¢ pewne kierunki.

Dla krzywych plaskich mieliSmy zwiazek (patrz: definicja 2.5)

E(t) = w(t) - n(t). (7)

W szczegodlnosei zatem
k()] = llE@)]-

Taka rowno$é mozna rozwazaé¢ w dowolnym wymiarze.
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Definicja 5.2 (Krzywizna w przestrzeni) Niech ¢ : I — R3 bedzie krzywq z
parametryzacja naturalng. Funkcje

k:IT>5t—|ét)) eR
nazywamy krzywizna krzywej c.

7 doktadnodcia do znaku ta definicja pokrywa sie z definicja 2.5. Zachowana jest w
szczegolnosci wlasnoéé: k = 0 implikuje, ze obraz krzywej ¢ jest zawarty w pewnej
prostej, patrz: uwaga 3.3.

Majac zdefiniowana krzywizna mozemy sie postuzyé réwnaniem (7) do
wyrdznienia kierunku normalnego, przynajmniej w tych punktach, w ktérych
krzywizna sie nie zeruje.

Definicja 5.3 (Wektor normalny gitéwny) Niech ¢ : I — R? bedzie krzywa z
parametryzacja naturalng. Niech to € I bedzie takim punktem, Ze k(ty) # 0. Wektor

_ &(to)  E(to)
i) = Loy = Tetw)]

nazywamy wektorem normalnym gléwnym krzywej ¢ w punkcie tg.

Uwaga 5.4 (Wektor normalny jest prostopadly) Dla parametryzacji natural-
nej (tak samo jak w przypadku ptaskim (patrz dyskusja po uwadze 2.4)) mamy

d
o
0= Z66) = 28,0),

co pokazuje, ze n(tp) jest faktycznie prostopadly do wektora predkosci ¢(tp).

Dysponujac dwoma prostopadlymi wektorami jednostkowymi w R3 mozemy je juz
tatwo uzupemhié¢ do bazy ortonormalne;j.

Definicja 5.5 (Wektor binormalny) Niech ¢ : I — R? bedzie krzywa z parame-
tryzacja naturalng. Niech ty € I bedzie takim punktem, Ze k(to) # 0. Wektor

b(to) = é(to) X n(to)
nazywamy wektorem binormalnym krzywej ¢ w punkcie t.

Jesli u, v € R? sy prostopadlymi wektorami jednostkowymi w R?, to wektory u, v, u x
v tworza dodatnio zorientowans baze ortonormalng przestrzeni R3.

Definicja 5.6 (Tréjécian Freneta) Niech c: I — R? bedzie krzywa z parametry-
zacjq naturalna. Niech tg € I bedzie takim punktem, zZe k(tg) # 0. Wektory

(¢(to), n(to), b(to))
nazywamy tréjscianem Freneta.

Dla krzywych ptaskich krzywizna mierzy odchylenie krzywej od prostej, a doktadniej
mowiac predko$é obrotu wektora predkos$ci w kierunku wektora normalnego. Dla
krzywych przestrzennych mozna wprowadzi¢ podobna wielko$¢ mierzaca odchylenie
krzywej od plaszczyzny (wyznaczonej przez wektor predkosci i wektor normalny w
kierunku wektora binormalnego).
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Definicja 5.7 (Skrecenie krzywej) Niech ¢ : I — R3 bedzie krzywa z parame-
tryzacja naturalng. Niech tg € I bedzie takim punktem, Ze rk(ty) # 0. Niech
(¢(to),n(to),b(to)) bedzie trdjscianem Freneta w punkcie to. Liczbe

7(to) := (1o(to), b(to))
nazywamy skreceniem (‘torsja) krzywej ¢ w punkcie to.

Podobnie jak w przypadku plaskim (twierdzenie 2.7) wprowadzone wielkosci sa ze
soba powiazane.

Twierdzenie 5.8 (Réwnania Freneta w R3) Niech ¢ : I — R3? bedzie krzywa z
parametryzacja naturalng i dodatniq krzywizna tj. k(t) > 0 dla wszystkich t € 1.
Wowczas

0 —k(t) 0
(0(t), n(t), b(t)) = (v(t), n(t),0(t)) | w(t) 0  —7(t) |,
0 7(t) 0

gdzie jak zwykle v(t) = é(t).

Krzywizna i skrecenie determinuja krzywa przestrzenna tzn. zachodzi nastepujacy
analogon zadania 13.

Twierdzenie 5.9 (Podstawowe twierdzenie o krzywych przestrzennych)
Niech I C R bedzie przedziatem. Niech r,7 : I — R? bedg funkcjami klasy C® oraz
niech k > 0. Wowczas istnieje krzywa ¢ : I — R3 z parametryzacja normalna,
ktorej krzywizna jest rowna k o skrecenie T.

Krzywa ta jest okreslona jednoznacznie z doktadnosciq do parzystej izometrii
przestrzeni R (patrz: zadanie 18).

6 Powierzchnie regularne

W tej czesci zajmiemy sie powierzchniami, a konkretnie powierzchniami zanurzonymi
tzn. obiektami dwuwymiarowymi w przestrzeni R3. O ile definicja krzywych za
pomoca parametryzacji byta globalna, to powierzchnie zdefiniujemy lokalnie. Gdy
poznamy ich klasyfikacje, stanie sie jasne, ze takie podejscie jest konieczne — tylko
niewiele powierzchni mozna sparametryzowaé globalnie.

Definicja 6.1 (Powierzchnia w R?) Podzbior S C R3 nazywamy powierzchnia
regularna, jesli dla kaidego punktu p € S mozna dobraé otoczenie otwarte V.C R? i
2bior otwarty U C R? oraz odwzorowanie F : U — R? klasy C™ takie, Ze

o F(U)=SNV i F jest homeomorfizmem na obraz;
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e Macierz Jacobiego Dy F' odwzorowania F' ma w kazdym punkcie u € U maksy-
malny rzad (réwny 2).

Definicja 6.2 (Mapa i lokalny uklad wspétrzednych) Odwzorowanie F z de-
finicji 6.1, a dokladniej tréjke (U, F,V), nazywamy lokalna parametryzacja po-
wierzchni S w otoczeniu punktu p (lub krdotko mapa). Wspdlrzedne punktu u =
(u1,u2) nazywamy lokalnymi wspéhrzednymi punktu F(u) € S w mapie F.

Przyklad 6.3 (Plaszczyzna afiniczna) Niech p € R? bedzie ustalonym punktem,
a X,Y € R3 ustalonymi liniowo niezaleinymi wektorami. Zbior

S = {p+U1X+U2Y : (ul,ug)T S R2}

jest ptaszczynag afiniczng.
W tej sytuacji mamy do czynienia z parametryzacja globalng

F:R%5 (u,ug)| — p+ui X +uY € R3.

Przyklad 6.4 (Wykres funkcji regularnej) Niech U C R? bedzie zbiorem
otwartym, a f: U — R funkcja klasy C>°. Wykres takiej funkcji

S = {(:v,y, 2T eR?: (zy) €U, z= f(:r,y)}
jest powierzchniq regularng z parametryzacja globalng
F:U53(x,y)" — (2,9 f(z,y) €R”.
Przyktad 6.5 (Sfera jednostkowa) Sfera jednostkowa
S=52= {(:L‘,y,z)TR3 st = 1}
jest powierzchniq reqularng.

W rozwazanym przykladzie sfera zadana jest przez jedno réwnanie. Wiele po-
wierzchni w R? opisanych jest réwnaniami. Z tego wzgledu wygodnie jest mie¢
kryterium kiedy zbiér miejsc zerowych pewnej funkcji (czyli zbiér rozwiazan pew-
nego réwnania) jest powierzchnia regularna.

Twierdzenie 6.6 (Kryterium regularnosci zbioru miejsc zerowych) Niech
V C R3 bedzie zbiorem otwartym i niech f :V — R bedzie funkcjq klasy C®. Zbior

S = {(:L',y,z)—r eV: f(x,y,2) = O}

jest powierzchniaq reqularna, jesli (grad f)(p) # 0 dla kazdego punktu p € S.
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Dowdd. Na wykladzie O

Przyklad 6.7 (Elipsoida) Niech a,b,c € R beda liczbami rzeczywistymi réznymi
od zera. Zbior
T U
S:{(%y,«z) e R": a2+b2+02:1}
nazywamy elipsoida.
Ten zbior jest powierzchniq reqularna, gdyz dla V =TR3 i

:6'2 yQ 22
f:R39(x,y,z)T—>ﬁ+b—2+c—2—leR
mamy
S = {(:c,y,Z)T eV: f(z,y,2) :0}
oraz

Ty z\'
(gradf)(rc,y, Z) =2 (?7 b727 ?)

Gradient znika tylko w punkcie pg = (0,0,0) ", ale punkt py nie nalezy do zbioru S.

Uwaga 6.8 (Nie znikanie gradientu i regularno$é) Nie znikanie gradientu
funkeji f(z,y,z) jest warunkiem wystarczajacym, ale nie koniecznym regularnosci
zbioru miejsc zerowych réwnania f(z,y,z) = 0. Na przyklad sfera jednostkowa
opisana jest tez réwnaniem

(2 +y*+ 22— 1) =0,
ktérego gradient znika w kazdym punkcie.

Przyktad 6.9 (Punkt osobliwy) Stozek
S = {(w,y,z)T eR3: 2?2 4+4% = 22}

nie jest powierzchniq reqularna.
Dla funkcji
fiR3 S (z,y,2)" —a?4+y2—22 R

mamy
(grad f)(z,y,2)" = 2(x,y,—2)",

a zatem gradient znika w punkcie pg = (0,0,0), ktdry nalezy do stozka. Z wwagi 6.8
wynika, ze punkt pg moze bycé reqularny (bo byé moze trzeba wybraé opis stozka innym
réownaniem). Fakt, Ze tak nie jest, tzn., Ze py jest punktem osobliwym wymaga
osobnego dowodu. Poznamy go na wyktadzie.

Majac obiekty: powierzchnie, rozwazamy morfizmy miedzy nimi: odwzorowania
klasy C°°.

Twierdzenie 6.10 (Rézniczkowalnosé odwzorowan z i na powierzchnie)
Niech S C R3 bedzie powierzchniq regularng. Niech (U, F,V) bedzie lokalng para-
metryzacja S. Niech W C R"™ bedzie zbiorem otwartym i niech o : W — R3 bedzie
odwzorowaniem, ktérego obraz lezy w obrazie F tzn. o(W) C SN V. Nastepujace
warunki sq rownowazne:
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i) odworowanie p : W — R3 jest klasy C*°;
ii) ztozenie F~1ow: W — U C R? jest klasy C*.
Dowdd. Na wykladzie O

Whniosek 6.11 (Dyfeomorficzno$é zmiany parametryzacji) Jesli (Ui, F1, V1)
i (Ua, F2,Va) sa lokalnymi mapami na regularnej powierzchni S, to ztozenie

FyloF iR D UM (VinVa) — Fy Y(VinVa) C R?
jest dyfeomorfizmem.

Twierdzenie 6.12 (Charakteryzacja rézniczkowalnosci odwzorowar)
Niech S C R3 bedzie powierzchniq reqularng, p € S ustalonym punktem. Dla
odwzorowania f : S — R"™ nastepujace warunki sq réownowazne:

a) istnieje otwarte otoczenie V' punktu p w R? oraz rozszerzenie f: V — R” klasy
C> w p takie, Ze flsnv = flsnv;:

b) istnieje lokalna parametryzacja (U, F,V) zp € V taka, ze ztozenie foF : U —
R"™ jest klasy C*° w punkcie F~1(p);

c¢) dla wszystkich lokalnych parametryzacji (U, F,V) zp € V ztozenie foF : U —
R™ jest klasy C*° w punkcie F~1(p).

Dowdd. Na wyktadzie O

Definicja 6.13 (Rézniczkowalnosé odwzorowania na powierzchni)
Mowimy, Ze odwzorowanie f : S — R™ jest klasy C*° w punkcie p € S, jesli
jest spetniony jeden (kazdy) z warunkéw w poprzednim twierdzeniu.

Ta definicja pozwala nam na zdefiniowanie odwzorowan regularnych miedzy po-
wierzchniami.

Definicja 6.14 (Rézniczkowalnos$é odwzorowania miedzy powierzchniami)
Niech S1,S2 C R3 bedq powierzchniami reqularnymi. Mdéwimy, Ze odwzorowanie
f 81 — S jest klasy C*° w punkcie p € Sy, jesli istnieja lokalne parametryzacje
(Ur, F1,Vi) zp e Vi i (U, Fo, Vo) z f(p) € Va takie, Ze ztoZenie

E;tofoF : F Y (Va)nVy) — Uy C R?
jest klasy C*° w p.

Oczywiscie ta definicja ma sens tylko wtedy, gdy rézniczkowalnosé odwzorowania f
nie zalezy od wyboru lokalnych parametryzacji.

Z punktu widzenie geometrii rézniczkowej pewne powierzchnie sa nie-
rozréznialne.

Definicja 6.15 (Dyfeomorfizmy powierzchni) Odwzorowanie f : S; — Sa po-
wierzchni reqularnych w R? nazywamy dyfeomorfizmem, jesli f jest bijekcjq oraz f
i [~ sq klasy C*°.

Dwie powierzchnie nazywamy dufeomorficznymi, jesli istnieje miedzy nimi dyfe-
omorfizm.
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7 Plaszczyzna styczna

Waznym niezmiennikiem zwiazanym z rozmaito$ciag zanurzona jest przestrzen
styczna.

Definicja 7.1 (Plaszczyzna styczna) Niech p € S bedzie punktem na regularnej
powierzchni S w R3. Zbior

T,S = {X eR?: istnieje € > 0 i reqularna krzywa c : (—e,€) — S taka, Ze

c(0) = p i ¢(0) = X}

nazywamy plaszczyzna styczng do S w punkcie p.
Elementy ptaszczyzny stycznej X nazywamy wektorami stycznymi.

Z tej definicji nie od razu wida¢, ze T),S jest rzeczywiscie plaszczyzna,.

Twierdzenie 7.2 (Plaszczyzna styczna a rézniczka) Niechp € S bedzie punk-
tem na reqularnej powierzchni S C R3 i niech (U, F,V) bedzie lokalnym ukladem
wspotrzednych wokdt p. Niech ug = F~1(p). Wowczas

T,S = im(Dy, F) = (Dy, F)(R?).
Dowod. Na wyktadzie O

Whiosek 7.3 (Plaszczyzna styczna jest plaszczyzna) Rdziniczka D, ,F  ma
maksymalny rzqd rowny 2, wiec jej obraz T,S jest dwuwymiarowq podprzestrzeniq
liniowq w R3.

Uwaga 7.4 (Afiniczna plaszczyzna styczna) Plaszczyzna styczna okreslona w
definicji 7.1 przechodzi przez punkt (0,0,0)" € R? (jest podprzestrzenia wektorowa).
Do zobrazowania plaszczyzny stycznej wygodnie jest postugiwaé sie pltaszczyzna afi-
niczna p + 1,5, ktéra przechodzi przez p € S.

Dla powierzchni wyznaczonych réwnaniem latwo mozna podaé opis plaszczyzny
stycznej.

Twierdzenie 7.5 (Plaszczyzna styczna i gradient) Niech V C R3 bedzie zbio-
rem otwartym, niech f : V — R bedzie funkcjaq klasy C* i niech S = f~1(0) C R3
bedzie powierzchniq opisang rownaniem f = 0. Zatézmy ponadto, Ze gradient funk-
cji f mie znika w Zadnym punkcie p € S. Wowczas gradient wyznacza plaszczyzne
styczna jako dopetnienie ortogonalne

T,S = (grad f)(p)*.
Dowdd. Na wyktadzie O

Przestrzen styczna jest liniowym przyblizeniem rozmaitosci, a rézniczka jest
liniowym przyblizeniem odwzorowania. Potaczenie tych dwdéch idei prowadzi do
nastepujacej definicji.
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Definicja 7.6 (Rézniczka) Niech Si,S> C R3 bedq powierzchniami reqularnymi i
niech f :S1 — Sy bedzie odwzorowaniem klasy C°°. Niech p € S bedzie ustalonym
punktem. Rézniczka odwzorowania f w punkcie p nazywamy odwzorowanie

dpf : TpS1 — Tf(p)Sz

takie, ze dla X € T,S1 danego przez krzywaq c : I — S jak w definicji 7.1 ktadziemy

d
dpf(X) = %(f o C)|t:0 S Tf(p)Sg.
Trzeba jeszcze pokazaé, ze definicja jest dobrze postawiona.

Twierdzenie 7.7 (Rézniczka jest dobrze okreslona) Odwzorowanie zadane w
definicji 7.6 nie zalezy wyboru krzywej ¢ zadajacej wektor X . Ponadto odwzorowanie
dyf jest liniowe.

Dowdd. Na wykltadzie O

Uwaga 7.8 (Lokalna postaé¢ rézniczki) Z dowodu wynika, ze rézniczka odwzo-
rowania f jest zadana w lokalnych wspétrzednych (Uy, F1, Vi) na Sy i (Us, Fy, V2) na
S przez macierz Jacobiego odwzorowania f = F, Lo foFy. Wyraza to przemiennosé
nastepujacego diagramu:

d
Tp51 &L Ty(p) 52

DqulT TDf(umF?

8 Pierwsza forma fundamentalna

Chcac badaé¢ geometrie powierzchni regularnych wygodnie jest dysponowaé
narzedziem pozwalajacym na okreslanie dlugosci krzywych na tej powierzchni,
katéw miedzy nimi itp. Dla powierzchni zanurzonych S C R3, takich jakie
rozpatrujemy na tym wykladzie, okreslenie takiego narzedzia jest bardzo latwe:
wystarczy zawezié iloczyn skalarny z przestrzeni R? do plaszczyzn stycznych T,S.
W kazdej z tych plaszczyzn otrzymujemy w ten sposob iloczyn skalarny.

Definicja 8.1 (Pierwsza forma fundamentalna) Niech S C R3 bedzie po-
wierzchniq reqularna. Dla kazdego punktu p € S definiujemy

gp =< > ’TprTpS-

Odwzorowanie I : S > p — g, € Sym? TS nazywamy pierwsza forma fundamentalna
powierzchni S.

Iloczyn skalarny jest dodatnio okre$lona dwuliniowa forma symetryczng i jako taki
moze by¢ przedstawiony za pomoca macierzy Gramma. W lokalnych wspotrzednych
(U, F, V') naturalne wydaje si¢ wybranie wektoréw

oF OF

(DuF)(er) = 5(u) oraz (DuF)(ea) = o—(u)
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jako bazy w przestrzeni 1,5 (tutaj: u = F~1(p) a e i e2 sa wektorami bazy kano-
nicznej w R? O U). Wspélezynniki macierzy Gramma g;;(u) w punkcie p = F(u)
wyrazaja sie wzorem

g5 (0) = 3y (Du)e2). (DuF)es)) = (G- (u), o))

Macierz symetryczna
G(u) = (gij(u))i,jzl,z
zalezy w sposob C* od punktu w (tzn. wspélczynniki g;;(u) sa funkcjami klasy C*
na U).
To moze wydawaé sie nieco abstrakcyjne, zostanie jednak na wyktadzie zobrazo-
wane seria przykladéw.

Uwaga 8.2 (Zaleznos¢ od wyboru lokalnej parametryzacji) Pokazemy na
przykladzie, Zze prezentacja g, za pomoca macierzy Gramma zalezy od wyboru
lokalnego ukladu wspélrzednych. Sam iloczyn skalarny g, od tego wyboru nie
zalezy, bo jest dany przez iloczyn skalarny w R3!

9 Pole wektorowe normalne i orientowalnosé

Dysponujac ptaszczyznami stycznymi mozemy w naturalny sposob zdefiniowaé kie-
runek normalny w punkcie p € S powierzchni regularnej S jako wyznaczony przez
dopelnienie ortogonalne plaszczyzny stycznej. Te wszystkie kierunki zebrane w ro-
dzine parametryzowana punktami powierzchni S tworza wigzke normalng.

Definicja 9.1 (Pole wektoréw normalnych) Niech S C R3 bedzie powierzchniq
reqularng. Polem wektoréw normalnych na S nazywamy odwzorowanie

N:S—R?

takie, ze dla kazdego punktu p € S spetniony jest warunek N(p) L T,S.
Pole wektoréw normalnych nazywamy unormowanym (jednostkowym), jesli po-
nadto ||N(p)|| =1 dla wszystkich p € S.

Oczywiscie jesli dane jest pole N, to pole —N tez jest polem wektorow normalnych.
Dla nas interesujace jest istnienie pola wektoréw normalnych klasy C*°. Takie pole
moze nie istnie¢! Zalezy to od orientowalnosci powierzchni.

Definicja 9.2 (Orientowalnoéé¢) Powierzchnia reqularna S C R3 jest oriento-
walna, jesli istnieje na niej pole wektoréow normalnych klasy C*.

Uwaga 9.3 (Regularno$é pola wektoréw normalnych) Moze sie to wydaé
zaskakujace, ale w poprzedniej definicji wystaczy wymagaé cigglosci pola wektorow
normalnych.  Na powierzchniach regularnych ciaglo$¢ takiego pola implikuje
rézniczkowalnosé!

Mamy nastepujaca charakteryzacje powierzchni orientowalnych za pomoca map lo-
kalnych.
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Twierdzenie 9.4 (Orientowalnos$é¢ a pokrycie mapami) Powierzchnia regu-
larna S C R® jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie jej pokrycie
lokalnymi parametryzacjami (Uy, Fo, Vy), Ze kazda zmiana parametryzacji (jok we
Wniosku 6.11) ma dodatni wyznacznik rézniczki

det(D(Fj; ' o Fp)) > 0.

Dowod. Na wykladzie O

10 Druga forma fundamentalna

Jednostkowe pole wektorowe normalne N : S — R? mozna rozwazaé jako odwzoro-
wanie miedzy powierzchniami: S i sfera jednostkowa S? C R?. w W tym ujeciu N
nazywane jest tez odwzorowaniem Gaussa. Dla ustalonego punktu p € S rézniczka
odwzorowania N

dpN : T, S — T S°
po utozsamieniu T’ N(p)SQ = N(p)* = T,,S, moze byé traktowana jak endomorfizm

przestrzeni 7,,S.

Definicja 10.1 (Odwzorowanie Weingartena) Niech S <C R?® bedzie po-
wierzchnia reqularng 2z orientacjg zadang przez jednostkowe pole wektorow
normalnych N. Endomorfizm W), : T,,S — T,S zadany wzorem

Wp(X) = —d,N(X)
nazywamy odwzorowaniem Weingartena.

Znak minus pojawiajacy sie w definicji odwzorowania Weingartena ma historyczne
powody. Zmiana orientacji na S (z N na —N) zmienia tez znak odwzorowania W),

Twierdzenie 10.2 (Samosprzezenie W,) Endomorfizm W), ptaszczyzny stycznej
T,S jest samosprzezony wzgledem pierwszej formy fundamentalnej I,,.

Dowod. Na wykltadzie O
Jak wiadomo (miejmy nadzieje) z algebry liniowej samosprzezone endomorfizmy
przestrzeni euklidesowej odpowiadaja wzajemnie jednoznacznie symetrycznym for-
mom dwuliniowym. Dla przypomnienia: Niech V bedzie przestrzenia wektorowa

z iloczynem skalarnym < -, > i niech W : V — V bedzie endomorfizmem samo-
sprzezonym tzn. takim, ze

<W(u)7 ’U> - <u7 W(U»
dla kazdej pary wektoréw u,v € V. Odwzorowanie §:V x V — R zadane wzorem
Bu,v) :== (W(u),v)

jest dwuliniowa forma symetryczna na V. W odniesieniu do formy zdefiniowanej
odwzorowaniem Weingartena mamy nastepujaca definicje.

Definicja 10.3 (Druga forma fundamentalna) Odwzorowanie Weingartena
zadaje forme dwuliniowq

IL,: T, x T, > (X,Y) — L(W,(X),Y) €R

zwang druga forma fundamentalna powierzchni S w punkcie p.
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11 Krzywizna normalna

W odniesieniu do powierzchni mozna okredli¢ kilka poje¢ uogdlniajacych krzywizne
poznana dla krzywych, patrz definicje 2.5 i 5.2. Niech S C R? bedzie orientowalna
powierzchnia regularna z jednostkowym polem wektoréw normalnych N. Niech
p € S bedzie ustalonym punktem powierzchni S i niech ¢ : (—g,6) — S bedzie
krzywa z parametryzacja naturalna taka, ze p = ¢(0). Krzywa ¢ jest w szczegdlnosci
krzywa przestrzenna i ma krzywizne k.(0) okreslona w definicji 5.2. Jedli k.(0) # 0,
to réwnanie
é(0) = ke(0) - nc(0),

okresla wektor normalny gléwny n.(0) do krzywej ¢ w punkcie p = ¢(0), patrz
definicja 5.3. Ten wektor mozemy zapisaé jako

n¢(0) = 1.(0)1"9 + n (0)PP,

sume wektora n.(0)!"9 stycznego do powierzchni S i n.(0)P*"? normalnego do S.
Mamy przy tym n.(0)P"? = (n.(0), N(p)) - N(p). Zatem

&(0) = ke(0) - 1(0)""™ + £c(0) - (ne(0), N(p)) - N(p).
Ten zwiazek pozwala nam zdefiniowaé krzywizne normalng powieszchni S w R3.

Definicja 11.1 (Krzywizna normalna) Przy oznaczeniach jak powyzej, liczbe

i - MO P 12

nazywamy krzywizna normalna powierzchni S w punkcie p w kierunku wektora ¢(0).
Oznaczajac przez v kat miedzy wektorami N (p) i n.(0), mamy
Fnor = Ke(0) - cos .
W szczegolnodci wynika stad oszacowanie
[nor| < 1e(0).
Krzywizna normalna zwiazana jest z druga forma fundamentalna.

Twierdzenie 11.2 (Meusniera) Niech S C R? bedzie orientowalna powierzchnia
reqularng z polem wektorowym normalnym N i drugq forma fundamentalng I1.
Niech p € S bedzie ustalonym punktem powierzchni S i niech ¢ : (—e,e) — S
bedzie krzywa z parametryzacja naturalng taka, ze p = ¢(0). Wowczas

Finor = T1((0), ¢(0)).

W szczegolnosci wszystkie krzywe z parametryzacja naturalng zawarte w S @ prze-
chodzqce przez p z ustalonym wektorem stycznym zadajq tq samq krzywizne nor-
malng.

Dowdd. Na wykladzie O

Uwaga 11.3 (Zmiana krzywizny przy zmianie orientacji) Zmiana orienta-
cji krzywej nie zmienia wartosci krzywizny normalnej

I1(—¢(0), —¢(0)) = 11(¢(0),¢(0)).

Natomiast zmiana orientacji powierzchni S, tzn. zastapienie N przez —N zmienia
wnak Kpor:
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12 Lokalne wlasnosci powierzchni

Odwzorowanie Weingartena W), : 1,5 — T,,S jest odwzorowaniem samosprzezonym,
tzn. jego macierz w dowolnej bazie w plaszczyznie stycznej 7,5 jest symetryczna.
Kazda taka macierz mozna (jak wiadomo z algebry liniowej) zdiagonalizowaé. To
znaczy, ze istnieje baza ortonormalna Xi, Xo plaszczyzny stycznej 1,5 skladajaca
si¢ z wektoréw wilasnych odwzorowania W,,. W tej bazie mamy

Wp(Xl) = I{i(p) . Xz dla i = 1,2
dla wartosci wtasnych k1, ko € R.

Definicja 12.1 (Krzywizny gléwne) Niech S bedzie zorientowanag powierzchniq
reqularng w R® i niech p € S bedzie ustalonym punktem. Wartosci wlasne k1, ko
odwzorowania Weingartena W, nazywamy krzywiznami gtéwnymi powierzchni S w
punkcie p. Kierunki wyznaczone przez wektory wtasne X1 ¢ Xo nazywamy kierun-
kami krzywizn gtownych.

W dalszej czesci wykladu zakladamy, ze k1 < ko. Dowolny wektor jednostkowy X
w plaszczyznie stycznej 1,5 mozemy w bazie X, Xy zapisa¢ w postaci

X = cos(p) - X1 +sin(p) - X (8)

dla pewnej liczby rzeczywistej ¢ € [0,27). Podstawiajac réwnanie (8) do I formy
fundamentalnej otrzymujemy

II(X,X) = cos*(¢) - k1 + sin® () - ka.

7 tej zaleznosci natychmiast wynika, ze krzywizna normalna powierzchni S w punk-
cie p w kierunku dowolnego wektora stycznego miesci si¢ w przedziale [k, k2].

Definicja 12.2 (Linia krzywizny) Niech S C R? bedzie powierzchnia reqularng i
niech ¢ : I — S bedzie krzywaq z parametryzacja naturalnag. Jesli é(t) jest kierunkiem
krzywizny gtownej dla wszystkich t € 1, to krzywa ¢ nazywamy linia krzywizny.

Krzywizny gléwne mozna usredniaé na wiele sposobow.

Definicja 12.3 (Krzywizny Gaussa i srednia) Niech S C R? bedzie reqularng
powierzchniq orientowalna i niech p € S bedzie ustalonym punktem z krzywiznamsi
gltownymi k1 © ko. Liczbe

K(p) := k1 - ko = det(W),)

nazywamy krzywizna Gaussa powierzchni S w punkcie p. Natomiast liczbe

K1+ K2 1
H(p) := 5 = §trace(Wp)

nazywamy srednia krzywizng powierzchni S w punkcie p.

Tych niezmiennikéw mozemy uzy¢ do wyrdznienia réznych rodzajéw punktéw na
powierzchniach.
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Definicja 12.4 (Typy punktéw na powierzchniach) Niech S C R3 bedzie
reqularng powierzchniq orientowalna i niech p € S bedzie ustalonym punktem.
Mowimy, Ze punkt p jest

i) eliptyczny, jesli K(p) > 0;
ii) hiperboliczny, jesli K(p) < 0;

iii) paraboliczny, jesli K(p) = 0 ale W), # 0 tzn. gdy jedna krzywizna gtdwna jest
rowna zero, druga natomiast jest rozna od zera;

iv) plaski, jesli W, =0 tzn. k1 = ko = 0.

Druga forma fundamentalna zawiera informacje o tym jak bardzo powierzchnia rézni
sie lokalnie od plaszczyzny stycznej.

Twierdzenie 12.5 Niech S C R? bedzie powierzchniq reqularna, p ustalonym punk-
tem powierzchni S, a wektory X1, Xo bazq ortonormalna ptaszczyzny stycznej T),S.
Niech N bedzie jednostkowym polem wektorowym normalnym takim, Ze wektory
(X1, X2, N(p)) tworza dodatnio zorientowanq baze ortonormalng R3. Istnieje lo-
kalna parametryzacja (U, F, V') powierzchni S wokét punktu p taka, Ze

i) (0,0) € U i F(0,0) = p;

ii 9ij = 6ij dla i,j = 1,2,’

ou

v

)
i) 294(0,0) =0 dlai,j, k= 1,2;

) Fu)—p=u'- X1 +u? Xa+ 537, by (0,0)u'vd - N(p) + O(|[ul*).
Macierze (gi;) i (hij) sa przy tym lokalnymi prezentacjami pierwszej i drugiej formy
fundamentalnej w parametryzacji (U, F, V).

Dowdd. Na wyktadzie O

Whniosek 12.6 (Lokalne przedstawienie powierzchni jako wykres) Kazda
powierzchnia regularna S jest lokalnie wykresem pewnej funkcji reqularnej nad
afiniczng powierzchniq styczng p + 1,S.

Dowod. Na wykladzie O

12.1 Geometryczna interpretacja krzywizny Gaussa
Z wniosku 12.6 wynika mozliwo$¢ lokalnej aproksymacji powierzchni w danym punk-
cie powierzchniami stopnia 2 danymi przez wykres funkcji

2
1
(w1, u2) — 5 Z hij (0, 0)ugu;.

i,j=1

Przypadek 1. K(p) > 0.
W tej sytuacji macierz (h;;(0,0)) jest dodatnio lub ujemnie okreslona i mozemy o S
mysle¢ w poblizu punktu p jak o paraboloidzie

z:x2+y2.
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Przypadek II. K(p) < 0.
W tej sytuacji macierz (h;;(0,0)) nie jest okreslona i nie jest zdegenerowana. Po-
wierzchnia S wyglada w poblizu punktu p jak powierzchnia siodtowa

z=xy.

Przypadek III. Punkt p jest paraboliczny.
W tej sytuacji macierz (h;;(0,0)) jest zdegenerowana, ale nie jest réwna zero. W
poblizu p, powierzchnie S przybliza walec nad parabola

=X .

Przypadek IV. Punkt p jest plaski.
Macierz (h;;(0,0)) jest réwna 0. Powierzchnie do rzedu 3 przybliza plaszczyzna
styczna

z = 0.

Krzywizna Gaussa jest zwiazana ze zwartoscia powierzchni.

Twierdzenie 12.7 (Powierzchnia zwarta zawiera punkt eliptyczny) Niech
S C R? bedzie zwartq powierzchniq reqularng. Wowczas istnieje co najmniej jeden
punkt p € S taki, ze K(p) > 0.

Dowdd. Na wyktadzie O

Whniosek 12.8 (Rzut prostopadly minimalizuje odleglo$é) Niech S C R3
bedzie powierzchnia reqularng, g € R? dowolnym punktem i p € S punktem na S,
ktory lezy nagblizej q. Wowczas

R (¢ —p) L T,S.

13 Calkowanie na powierzchniach

Niech S C R3 bedzie powierzchnia regularna i niech (U, F, V') bedzie lokalna para-
metryzacja. Najpierw rozwazymy funkcje f : S — R, ktore poza mapa lokalna tzn.
poza V' sa réwne zero.

Definicja 13.1 (Funkcja lokalnie catkowalna) Funkcje f : S — R taka, ze
f ](S\V) = 0 nazywamy calkowalna w sensie Lebesgue’a, jesli funkcja

U 3 (un,u2) = f(F(ur,ua)) - \/det (gi5(un, u2))

jest catkowalna w sensie Lebesgue’a.
Wartoscia catki jest liczba

[ raai= [ FPGu ) et g0, w2) durdus (9)
S U

Wyrazenie

dA = \/det (gij(ul, UQ)) duldug

nazywamy elementem powierzchni.
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Oczywiscie méwienie o wartosci catki nie mialoby sensu, gdyby wyrazenie (9) zalezalo
od parametryzacji. Tak nie jest dzieki czynnikowi /det (g;j(u1, u2)), ktéry moze sie
wydawaé nienaturalny na pierwszy rzut oka.

Lemat 13.2 (Niezaleznosé calki od parametryzacji) Niech S C R3 bedzie po-
wierzchniq reqularnag i niech (Us, F;, V;) dlai = 1,2 bedaq lokalnymi parametryzacjami
powierzchni S. Niech f:S — R bedzie funkcjq taka, Ze f|(S\(VmV2) = 0. Funkcja

(foFy)- \/det (gg)(ugl),ugl))) :U—=R

jest catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja

(foFy)- \/det (gg) (u§2),ué2))) U—R

ma tqg wltasnos$é. Ponadto w tej sytuacyi

[ A )t (o 02 ) i~
Ui

a2 o ()
Uz

Przejscie od lokalnej do globalnej catkowalnosci jest latwe, dzieki temu, ze po-
wierzchnie, ktére rozwazamy sa zanurzone w R3 i jako takie zawsze daja sie pokry¢
skoriczong iloécia parametryzacji lokalnych.

Definicja 13.3 (Funkcja globalnie catkowalna) Niech S C R3? bedzie po-
wierzchniaq reqularnag. Funkcja f : S — R3 jest catkowalna, jesli istnieje rozktad

f=h++

na skornczong sume funkcji lokalnie cathowalnych.

Uwaga, jesli znajdziemy rozkiad jak w definicji, w ktérym jedna lub wiecej funkcji
fi nie jest lokalnie calkowalna, to jeszcze nie mozna wnioskowaé, ze f nie jest
catkowalna. Definicja nie wymaga bowiem catkowalnoéci dowolnego rozkladu
skoniczonego.

Definicja 13.4 (Pole powierzchni) Niech S C R? bedzie powierzchniq reqularng.
Jesli funkcja stata 1 na S jest catkowalna, to liczbe

A[S] = / dA

S

nazywamy polem powierzchni S.
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14 Powierzchnie kreslne

W tej czesci rozwazymy powierzchnie, ktore moga byé¢ pokryte prostymi.

Niech I C R bedzie otwartym odcinkiem i ¢ : I — R? krzywa przestrzenna.
Niech v : I — R? bedzie odwzorowaniem regularnym takim, ze v(t) # (0,0,0)" dla
wszystkich ¢ € I. Niech J C R bedzie innym odcinkiem otwartym. Rozwazamy
parametryzacje

F:1xJ53(ts) — c(t)+ sv(t) € R3. (10)

Jej rézniczka jest macierza
Dy F' = (&(t) + s0(t),v(t)) -

Jedli wektory ¢(t) i v(t) sa liniowo niezalezne, to rzad macierzy D(; oy F' jest maksy-
malny (tzn. réwny 2) w kazdym punkcie (¢,0). A zatem istnieje otwarte otoczenie U
zbioru I x {0} C I x J takie, ze (U, F, S) jest parametryzacja regularnej powierzchni
S=F(U).

Definicja 14.1 (Powierzchnia kreslna) Powierzchnie regularng S C R3, ktdrq
mozna pokryé lokalnymi mapami postaci (10) nazywamy powierzchnia kreslna.

Podobnie jak w przypadku powierzchni zwartych (twierdzenie 12.7), krzywizna
Gaussa podlega pewnym ograniczeniom.

Twierdzenie 14.2 (Krzywizna Gaussa powierzchni kreslnych) Niech
S C R? bedzie powierzchniq kreslng. Wiwczas

K(p)<0
dla wszystkich p € S.

W szczegdlnosci powierzchnia kreslna w R3 nie moze byé¢ zwarta.

15 Powierzchnie minimalne

W ostatnim wykladzie rozwazymy powierzchnie minimalizujace powierzchnie.

Definicja 15.1 (Pole krzywizny) Niech S C R? bedzie powierzchnia regularna
(niekoniecznie orientowalna) i niech N bedzie polem wektoréw normalnych (nieko-
niecznie reqularnym). Polem krzywizny nazywamy pole wektorowe

gdzie H(p) oznacza jak zwykle krzywizne $redniq (patrz definicja 12.3).
Ponizsze twierdzenie opisuje zmiane pola powierzchni pod wplywem deformacji.

Twierdzenie 15.2 (Zmiana pola powierzchni przy deformacji) Niech
S C R3 bedzie powierzchniq reqularng ze skoriczonym polem. Niech ® : S — R?
bedzie regularnym polem wektoréw normalnych z nosnikiem zwartym (tzn. poza
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pewnym zwartym podzbiorem S, pole ® jest réwne zero).
Dla dostatecznie matych wielkosci t, zbior

Sy ={p+t®(p): pe S}

jest powierzchnia regularna o skonczonym polu, oraz zachodzi réwnosé

d
ﬁAwmhgz—?/@Jﬁ¢4
S

Dowdd. Na wykltadzie O

Whniosek 15.3 (Powierzchnie minimalizujace pole) Niech S C R? bedzie

powierzchnig reqularng ze zwartym domkln'eciem S.  Jesli S ma minimalng
powierzchnie wsrod wszystkich powierzchni S o tym samym brzegu, tzn.

89S =5\S5=25\5 =0as,
to pole krzywizny S jest zerowe, tzn.
H(p) = (0,0,0)"
dla wszystkich p € S.
Dowdd. Na wykltadzie O

Wiasnosé opisana we wniosku prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 15.4 (Powierzchnia minimalna) Mdwimy, Ze powierzchnia S C R3
jest minimalna, jesli
H(p) = (0,0,0)"

dla wszystkich p € S.

Sformutowanie wniosku nasuwa nastepujacy problem: majac dana zamknieta krzywa
przestrzenna ¢, wyznaczy¢ powierzchnie regularng S taka, ze ¢ = 0S 1 S ma mini-
malne pole, wéréd wszystkich powierzchni tego typu. Problem ten jest znany jako
problem Plateau (od nazwiska belgijskiego fizyka). Krzywizna Gaussa powierzchni
minimalnych podlega pewnym ograniczeniom.

Twierdzenie 15.5 (Krzywizna Gaussa powierzchni minimalnych) Dla
kazdej powierzchni regularne; mamy

K(p) < H(p)*.
W szczegolnosci, krzywizna Gaussa powierzchni minimalnej spetnia warunek
K(p) <0,
dla wszystkich punktow p tej powierzchni.
Dowod. Na wykladzie O]
Whniosek 15.6 Powierzchnie minimalne nie sq zwarte.

Istnieje jeszcze wiele ciekawych rodzajéw powierzchni, np. powierzchnie obrotowe.
Istnieje wiele ciekawych wiasnodci powierzchni abstrakcyjnych tzn. nie zwiazanych
z zadnym konkretnym zanurzeniem w przestrzen wektorowa R"™. Na tym wykladzie
nie zdazylem o nich opowiedzie¢. Moze uda sie to kiedy indziej.



