Zadanie 1 (10P):

Wyznacz zakres w jakim zmienia sie krzywizna krzywej ptaskiej bedacej wykresem funkcji

f(z) =22

t

2 ) i wobec tego

Mamy parametryzacje c(t) = <

Korzystajac z zadania 5 dostajemy

10
det(zt 2> 2

wlt) = (1+42)32 (14 482)3/%

Mamy
lim x(t) =0.

t—+oo

Ponadto k(t) jest dodatnia i osiaga maksimum, gdy mianownik jest najmniejszy, czyli wtedy,
gdy funkcja kwadratowa 1 + 4t?> ma najmniejsza warto$é. A tak dzieje sie dla t = 0. Mamy

k(0) =2

i ostatecznie: krzywizna przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 2].



Zadanie 2 (10P):
Wyznacz okrag $cisle styczny do paraboli

r =t
y = t°
w punkcie p odpowiadajacym wartosci parametru ¢ = 0.

1
Wiemy z poprzedniego zadania, ze xk.(0) = 2. Wektor styczny to ¢(0) = < 0 >, zatem dla

- (2 ()-(2)

Zgodnie z formula z zadania 10 mamy dla srodka Py okregu $cisle stycznego

SOETOREES

gdzie rg oznacza promien okregu scisle stycznego.

wektora normalnego mamy



Zadanie 3 (10P):
Wyznacz trgjscian Freneta krzywej
c(t) = (t,sin(t),sin?(t))

w punkcie ¢(0).
Uwaga: wszystkie wektory powinny mieé¢ dtugoséé jeden!

Obliczamy najpierw
¢(t) = (1, cos(t),sin(2t)) i é(t) = (0,sin(t), 2 cos(2t)).

Pierwszy wektor w tréjscianie Freneta to wektor styczny

unormujemy go na koncu.
~ Formalnie powinni$my teraz zrézniczkowa¢ w zerze jednostkowe pole wektoréw stycznych
%, ale mozemy sprébowaé od razu druga pochodna

Mamy szczescie! Ten wektor jest prostopadly do pierwszego obliczonego wektora, wiec po unor-
mowaniu otrzymamy z niego wektor normalny gtéwny n.(0).
Pozostalo obliczy¢ wektor binormalny

1 0 2
1 | x| 0 |=1] -2
0 2 0

Po unormowaniu dostajemy tréj$cian Freneta w punkcie ¢(0):

1/v2 0 1/v2
/v2 I, 1o}, -1/v2
0 1 0



Zadanie 4 (10P):

Na powierzchni z parametryzacja

scos(t)
F:[0,27) x [0,00) > (t,8) — | ssin(t) | € R?

krzywa c jest obrazem prostej s = 3t. Wyznacz krzywizne normalng wzdluz tej krzywej.

To zadanie byto rachunkowe, ale chyba jednak troche zbyt trudne na egzamin, postepowalem
wiec tak, jakby bylo warte tylko 6 punktow.
Obraz prostej danej réwnaniem s = 3¢ ma parametryzacje

3t cos(t)
c(t)=| 3tsin(t) |. (1)
3t

Obliczamy najpierw

cos(t) — tsin(t)
¢(t) =3 | sin(t) + tcos(t) ile(t)]| =3vi2+ 2.
1

Eliminujac z parametryzacji powierzchni zmienne s i ¢ (jak zwykle z uzyciem jedynki trygono-
metrycznej) dostajemy réwnanie powierzchni (ktére dla unikniecia konfliktu oznaczeni lepiej nie
jest oznaczaé przez F')

G(z,y,2) = 2> +y* — 22

Stad dostajemy pole wektorow normalnych

B 2z

N(:‘U’ya Z) = (grad(G))(x,y, Z) = 2y
-2z

Podstawiajac parametryzacje (1) i normujac mamy wektory normalne wzdtuz krzywej

V/'2/2 cos(t)
N(t)=| V2/2sin(t)
_\/5/2

Teraz juz nie bedziemy mieé tyle szczescia, co w zadaniu 3 i samo obliczenie ¢(t) nie wystarczy.
Musimy zrézniczkowaé¢ unormowane pole wektoréw stycznych

tsin(t)—cos(t)

oty = SO | el
EG] =
1242

wzdtuz krzywej. Otrzymujemy

13 cos(t)+t2 sin(t)+3t cos(t)+4 sin(t)
(t2+2)3/2

’U(t) — t3 sin(t)—t2 cos(t)+3t sin(t) —4 cos(t)
(t2+?)3/2

(t2+2)3/2

Wektory v0(t) graja role ¢é(t) w definicji 11.1 w skrypcie. Trick w tym zadaniu polega na tym, ze
nie trzeba liczy¢ parametryzacji naturalnej, zeby to wyliczy¢. Ostatecznie otrzymujemy

tV2

Fnor(t) = (0(t), N(t)) = N



Zadanie 5 (10P):

Oblicz pole wycinka powierzchni zadanej parametryzacja
scos(t)
F:[0,27) x [0,00) 3 (t,8) — | ssin(t) | € R
2-5
ograniczonego plaszczyznami z =01 z = 1.
W tym zadaniu mamy do czynienia ze stozkiem, ale uwaga, ten stozek ma rownanie

F(z,y,2) = 4(332 + y2) — 22

Zatem wycinek S, o ktérym mowa w zadaniu jest sparametryzowany przez (t,s) € U = [0, 27) X
[0,1/2]. Obliczamy

oF —ssin(t) OF cos(t)
— = s cos(t) i — = sin(¢t) |,
ot 0 0Os 9

skad natychmiast otrzymujemy macierz pierwszej formy fundamentalnej

20
Ji=\ o 5 )

Podstawiajac do wzoru (9) w skrypcie, otrzymujemy

21 1/2

A[S]_\@//sdsdt_\fw.
0 0

Najczestszym bledem bylo powielenie z egzaminu przykiladowego zakresu od 0 do 1 dla s. Ze
wzgledu na masowos¢ nie odejmowatem za to punktéw.



Zadanie 6 (10P):

Wyznacz punkty paraboliczne na powierzchni z parametryzacja

352 cos(t)

F :[0,27) x [0,00) 3 (t,5) — € R3.

s3sin(t)

(<[

S

To zadanie bylto i rachunkowe, i na myslenie. Zostawienie punktu s = 0 w dziedzinie bylo moim
niedopatrzeniem, za ktore przepraszam.
7 zaleznodci

W=1II,-1,"

i odwracalno$ci macierzy pierwszej formy fundamentalnej, natychmiast wynika, ze rzad macierzy
Weingartena jest dokladnie rowny rzedowi macierzy drugiej formy fundamentalnej i w punktach
parabolicznych ten rzad jest réwny doktadnie 1. Zatem wystarczy badaé druga forme funda-
mentalna. Co wiecej, poniewaz interesuje nas tylko rzad, nie musimy sie ktopotaé pracowaniem
z polem jednostkowych wektoréw normalnych przy wyznaczaniu drugiej formy fundamentalne;j.
Mozemy pracowaé z dowolnym polem, bo to odpowiada mnozeniu macierzy w kazdym punkcie
przez stala rézna od zera, ktéra nie wptywa na rzad. To konczy czes¢ mysleniowa zadania.
Rachunki wygladaja nastepujaco. Obliczamy kolejno

oF 7552 sin(t) oF s cos(t)
ot 53 cos(t) " 9s | 3s7sin(t) |
0 1
- — 182 cos(t) 2F — scos(t) 2p cos(t)
o7 = | —astsin) | grgs | 8teosd) |0 g = | )
0 0

Nastepnie z polem wektoréw normalnych

253 cos(t)
652 sin(t)
3stsin?(t) — 25 cos?(t)

OF OF

obliczamy wspolczynniki macierzy proporcjonalnej (w kazdym punkcie F'(¢,s) ten wspélczynnik
proporcjonalnos$ci moze byé inny) do macierzy drugiej formy fundamentalnej:

B —s5 s sin(t) cos(t)
H= < stsin(t) cos(t) 2s3(1 4 2sin?(t)) > '

Wyznacznik tej macierzy to
det(H) = s%(cos®(t) + 3 cos?(t) — 6).

Wyrazenie w nawiasie nigdy nie jest rowne zero, bo funkcja cosinus jest ograniczona. Zatem
rzad tej macierzy, a wiec tez macierzy drugiej fromy fundamentalnej dla s # 0 jest maksymalny,
czyli na powierzchni nie ma punktéow parabolicznych. Punkt odpowiadajacy s = 0 jest osobliwy
i jako taki nie podlega w ogdle klasyfikacji z definicji 12.4.



